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متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
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فيه الناغكتر 0 


مقدمة الناشر 


المعرفة هى أل الحضارة 0 

والكلمة هى مصدر المعرفة 4 

والكلمة المطبوعة هى أهم مكون فى هذا المصدر . 

وقد كانت الكلمة المطبوعة ولا تزال أهم وسائل الثقافة والاعلام وأوسعها انتشاراً وأبقاها 
أثراً » حيث حملت إلينا حضارات الأمم عبر آلاف السنين لتتولى الأجيال المتلاحقة صياغة 
حضاراتها وإضاءة الطريق بنور العلم والمعرفة . 

والكلمة تبقى محرد فكرة لدى صاحبها حتى تتاح لها فرصة نشرها وترجمتها إلى لغات 
الآخرين ثم توزيعها 2( وذلك وحده هو الذى يكفل لما أداء رسالتها * 

وعالم الكتب العلمية عالم رحب ممتند الآفاق . متسع الجنبات . والعلم لا وطن له 
ولا حدود ٠‏ ويوم يحظى القارىء العربى بأحدث الكتب العلمية باللغة العربية لهو اليوم الذى 
تتطلع له الأمة العربية جمعاء . : 

والدار الدولية للنشر والتوزيع تشعر بالرضا عن مساهمتها فى هذا المجال بتقديم الطبعات 
العربية للكتب العلمية الصادرة عن دار ماكجروهيل للنشر بموجب الإتفاق المبرم معها 3 
مستهدفة توفبر احتياجات القارىء العربى أستاذاً وباحثاً وبمارساً . 

ومن جانب آخر فنحن نمث يدنا إلى الجامعات العربية والمراكز العلمية والمؤسسات والهيئات 
الثقافية للتعاون معنا فى إصدار طبعات عربية حديثة من الكتب والمراجع العلمية تخدم التقدم 
العلمى والحضارى للقارىء العربى . ش 

والله ولى التوفيق . 
محمد وفاتى كامل 
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متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
دع طعطا_مهقددهدات /داتداعل /رعممع بأءمد/ روما 


تغداييم 


يشتمل هذا الكتاب على دراسة للنهايات والاتصال » وقد صمم بحيث يكون مكملا 
لكتب حساب التفاضل والتكامل القياسية . فى هذا الكتاب سنناقش النهايات والاتصال بعدة 
طرق مختلفة » وذلك من منطلق أن القارىء يكتسب معرفة أفضل من خلال المقارنة . 

وقد قدم مفهومى اتصال الدالة ونهاية المتتابعة قبل تقديم مفهوم نهاية الدالة . ويحدونا 
الأمل أن يكتسب القارىء قوة دافعة بدراسة هذه المفاهم الأكثر سهولة بحيث لايفقد عندما 
يصل الى الغاغم الصعبة كالجوار المثقوب: ونقطة النباية ونباية الدالة ان نتن للنمط البسيط 
الذى يشكل أساس مفهوم النباية . 


منطيلة عند نقلةات. من تقل يلها +افإن" سيا بد الإبر) > و الإساع. إذا للب "من 


القارىء حساب نباية دالة ر غير متصلة عند ب » فيمكنه أن يلجأ إلى مد مجال الدالة ر 
لاستنباط دالة جديدة د متصلة عند س . نهاية هذه الدالة الجديدة يمكن حينكذ حسابها 


. بالتعويض المباشر . 


فمثلا » اعتبر 


الدالسة 


ر- الأسء ص) |ص اس +5ء سيواح| 

امتداد بنقطة واحدة للدالة ش ش 
نبت :5 
2 

حي نس ا 


د-|إ|(س»ص) |ص - 


الدالة ر متصلة عند ان وي ال اين 
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وتعكون اقارنى :الب ف الغاري" الأكرى ا أقزن سهر يعي الللفة الرزوذة الات . 
وسنقدم عادة كل موضوع متبوعا بتارين مبرمجة . فمثلا » يبدأ الباب الثانى بتمرين مبرمج 
ليس فى" منتهى الدقة . بعد ذلك نعرف مفهومى الدالة والمتتابعة بدقة ونعطى المزيد من الفارين 
المبريجة التى تتطلب مزيدا من الدقة والعناية . 

لتقد وجدنا أن اتمارين المبرمجة فعالة فى تحصيل المعلومات وتثبيتها . فى جزء المنبه من الأطار 
ويلقن القارىء بحيث إذا قرأ ماهو مكتوب بعناية » فسيصبح بامكانه أن يستجيب لما كان 
يقصده المبريج . وكلما تقدم الكتاب . فإننا سنستخدم الحاث المتتابع » أى أن الأفكار من 
الأطر المتقدمة تستخدم كحاثة دون اعادة كتابتهم فى المنبه الخاص الذى: يقتضى الأأمر 
احتياجهم فيه . 

ويجب أن يشجع القارىء على كتابة. الاستجابية لكل اطار قبل التقدم الى الاطار التالى » 
وذلك حيث أنه قد تبين أنه يجب على القارىء فى الحقيقة أن يقوم باعداك الاستجابية ليكتسب 
مهارة اقتصادية التعلم الناتج عن التوجيه المبريج . 

ويود المؤلف أن يتوجه بالشكر للعديد من “الأشخاص الذين ساعدوه فى اغداد هذا . 
الكتاب » ويخص بالشكر جورك أوتعن :+ نوإوين برينارد:, .اليكس سيكالوس ٠‏ شيريل فيليبس 
اين يعتبرون فى الواقع مشاركين فى التأليف . 


زر 2 تيدى س.ج. ليفيت 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
دمع طاقعحا_مدددهطات /داتدعل رعممع بأءمو/ عمط 


إلى القارىء 


بالرغم من أنه يمكن قراءة الباب الأول دون أن يكون لدى القارىء أى معلومات مسبقة 
عن الرياضيات » فإننا سنفترض » كلما تقدمنا فى الكتاب , أن القارىء قد درس ولديه المام 
عاك بالرياشيات المعتادة التى تدرس ف السنوات الأولى من المرحلة الثانوية . وحيث أن 
بعض القراء قد لايكونوا قد درسوا المجموعات . الخباينات » أو القيمة المطلقة فقد الحقنا 
نباية الكتاب ملحقا يغطى هذه الموضوعات . إذا وجدت نفسك تائها أثناء قرائتك للكتاب 
فى أى لحظة من اللحظات » فعليك بالرجوع إلى الملحق » فستجد هناك فى الغالب ما تحتاج 
إليه من معلومات . 


فى بداية الباب الثانى أدرجنا تمرينا مبرمجا . الأطر المبرمجة تتكون من جزئين .. الجرء 
الأول » المنبه » يشتمل على معلومات يجب على الطالب أن يتعلمها . الجزء الثانى ؛ الاستجابية 
النشطة » عبارة عن تقرير لما يتوقع المؤلف أن يكتبه القارىء كاستجابية للمنبه . 


غطى جزء استجابية الأطار » أقرأ المنبه » واكتب اجابتك . قارن بعذ ذلك استجابيتك 
مع استجابيتنا .. من آن لآخر نبتعد قليلا عن الصيغة المبرمجة المقبولة بهدف داس بعض 
المعلومات فى جزء استجابية الأطار عندما نشعر انك على استعداد لتقبل الأفكار والمعلومات . 


لقد استمتعنا كثيرا بكتابة هذا الكتاب ونأمل أن تجده ممتع لك أيضا ومشوق ومفيد . 


ل 
0 0 0 
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الباب الأول . 


تمر بعض المفاهيي الأساسية دون أن تلاحظ لعدة قرون ثم تُعرض بعد ذلك على أنها إكتشافات 
عظيمة . بيها تظل أفكار أخرى معروفة وتعتبر واضحة لعدة سنين ولكنها تأخذ معنى جديداً حين 
تُعرّف وتستكشف . 

حين لاحظ إنسان الكهف الأثر الذى تتركه الحيوانات » رأى أن الحيوان الذى له ذيل ثقيل 
كثيرا ما يترك خطا « متصلا » بين بصمات أقدامه » حين كان يسحب ذيله على امتداد الأرض . 
وإذا رفع الحيوان ذيله إلى اليسار, تكون النتيجة « عدم إتصال » فى الأثر الذى يتركه الذيل ( أنظر 
شكل )١-١‏ 

:قد يدو من غير المضدق أن مثل نذا المقهوع البشبط الذى قبلة"الانسان الأول. دون محيض:»: 
يمكن أن يصبح موضوع دراسة لرياضيين عظام » بل إن رجالا ذوى عبقرية رياضية لا ريب فيها 
قضوا حياتبم كاملة في دراسة الاتصال وموضوعات متصلة به . وفى الحقيقة فإن هذا المفهوم » بعد 
التعريف الرياضى الدقيق له وإعادة التعريف » قد أثمر مجرة كاملة من النجوم الرياضية . ويذهب 
بعض الرياضيين بعيدا إلى حد التاكيد بان العملاق الضخم الحديث المسمى « توبولوجيا » هو 
ببساطة دراسة للإتصال . ْ و 0 
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وتلق المتهوح الرياضى للإتصال عن مقهوم سلفا البداق الدق انع فض الثامن فى زمائنا 
هذا » يعتبر أن تدفق الماء فى النبر متصلا . إننا سنعتبر أن هذا التدفق غير متصل . لقد قيدنا تعليمنا 
السابق بأن نفكر مباشرة فى القرب بين النقط حين نفكر في الاتصال . ولا يمكن أن يسمى تدفق الماء 
متصلا إلا إذا « ظل » الجزيئان القرييان من بعضهما البعض عند المنبع قريبين من بعضهما البعض 


بعد ذلك وغل هذا قإن تدقق اللداق غير السيسي ليبن مصلا لأن حركين عن المام قرريت من 


بعضهما فى مينيسوتا قد يفصلهما أى عدد من السبل قبل وصوهما إلى نيوأورليائز . 


وإذا كنا سنظل على إصرارنا في إستخدام هذه الطريقة لتعيين الاتصال ».فإننا على مايبدو لن نعتبر 
' أى شىء منصلا . ولكن » حتى حين يبدو وكأننا قد حددنا وهيأنا أنفسنا على عدم إمكانية العثور 
على أى شىء متصل » لا زال يوجد فى كل مكان وفرة هائلة من الاتصال . أن العمل البسيط المتمثل 
فى مط رباط من المطاط ولفه حول صحيفة ما هو إلا تحويل متصل . 


فإن النقطتين ! » س القريبتين من بعضهما حين كان الرباط غير ممطوط ( شكل ١‏ - ؟) لا 
زالتا قريبتين من بعضهما نسبيا حين أصبح رباط المطاط ملفوفا حول الصحيفة . يسمى مط رباط 
المطاط ولفه حول الصحيفة « تحويلا متصلا » من النقط على الرباط غير الممطوط ( « مجال » 
التحويل ) إلى النقط على الرباط الملفوف حول الصحيفة ( « مدى » التحويل ) . 


والآن سنقدم .» اخذين فى الحسبان المخاطرة بتعتهم بساطة هذه الفكرة » حرف هجاء أغريقيين ع 
( إبسيلون ) » ة ( دلتا ) . إذا استطال راط المطاط حتى أصبح فى المدى ( على الصحيفة ) ضعف 
ما كان عليه ف المجال ( غير الممطوط ) » نقول « لكل © توجد 5 - .ع بحيث أن كل نقطة فى 
المجال قريبة فى حدود 8 من ؟ تتحول إلى نقطة فى المدى قريبة فى حدود ع من 07.ونعنى بكل هذه 
الاغريقية : أنه إذا كانت نقطة ما تبعد مسافة فى حدود ل بوصة عن النقطة؟ على الرباط حين كان 
غير ممطوط فإنها ستبعد مسافة فى حدود بوصة واحدة عن النقطة ؟ حين يكون رباط المطاط ملفوفا 
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ولم لا نتتحدث بالعربية ؟ . نظراً لتقيدنا بالكتابات السابقة عن الاتصال » والتى أصبحت فيها لغة 
إبسيلون - دلتا لغة قياسية » نجد من الطبيعى أكثر أن نتحدث بهذه الطريقة الدقيقة بدلا من إستخدام 
لغة لا رياضية غير دقيقة . والمأمول أن يجد القارىء أيضا عند إكال هذه الدراسة أن لغة م ع 


أسهل قَ الفهم والاستخدام 8 


"”-١ شكل‎ 


إن أى تناظر بين مجال ومدى يمكن إختباره من حيث الاتصال إذا كانت هناك طريقة 
وواضحة لوصف القرب . إن جهاز إسقاط الشرائح مثال على إبتكار يمكنه إستحداث تحويلات 
متصلة . فهو يسقط نقط شريحة ( المجال ) فوق نط على شاشة ( المدى ) ( شكل -1١‏ ” ) 
فالنقطتان اللتان يفصل بينهما بوصة واحدة » مثلا » على الشاشة هما صورتان لنقطتين يفصل بينهما 
لم من البوصة على الشريحة . إذا أعطينا قربا فى حدود 3 فى المدى فإنه يمكننا حساب قرب فى 
خذود 8 فى لمجال بحيث أن أى نقطتين قربيتين فى حدود ق فى الجال تصبحان قريبتين فى حدود ن 


فى المدى . إننا نسمى هذا الاسقاط « راسماً متصلا » ( تحويل ) لنقط الشريحة فوق نقط الشاشة . 1 


ومن جهة أخرى » إذا كانت لدينا صورة ونرغب فى الحصول على نسخة مصغرة منهأ » فإنه 
يمكننا تصميم منظومة من العدسات ( شكل ١‏ - 4 ) تقوم باسقاط صورة مصغرة . ومرة أخرى 
يمكن الحصول على قرب فى حدود ع للدي فرصو تراار الكدا تا 1 111 01 
فمن الممكن أن تنتج نقطتان يفصلهما _!- من البوصة ف المدى من نقطتين يفصل بينهما لم من 
البوصة فى المجال » وفى هذه الخالة كوت و ششرة أضعا ع . تذكر أنه فى المثال الأول كانت 8: 
تساوى ل فقط من 6©. 
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4-١ شكل‎ 

وإلشىء الام فى كلا المثالين هو أن هناك طريقة « لهساب © القرب ف الجال لأى قرب معطى فى 
المدى . ولا هم إطلاقا ما إذا كانت النقط فى المدى أكثر قربا أم أكثر بعدا من بعضها عنها فى المجال . 

إننا نسمى الأشياء الموجودة فى الواقع متصلة إذا لائمت نموذجنا لها بطريقة دقيقة . والاتصال 
تجريد لا ينطبق مباشرة على الواقع وإنما على نموذج للواقع . وبتعيين رموز معينة ثمثيل لمجال والمدى 
والتحويل يمكننا أن نقرر ماإذا كان نموذجنا متصلا أم لا . 

إن أثر الحيوان الذئى اعتبره انسان الكهف متصلا » متصل أيضا بالمعيار الرياضى . فإنئا نستطيع 
تعريف محال ومدى معينين بحيث تنقل أو ترسم النقط القريبة من بعضها البعض ف لمجال إلى نقط 
قريبة من بعضها البعض ف المدى . 


المدي 
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ففى شكل ١‏ - ه يمثل المدى بالخط الرأسى على اليسار » ويمثل لجال بالخط الأفقى أسفل الأثر . 
وم ل 0 
للمدى وبمقدار وحدة واحدة أعلى الخط الممثل للمجال . يرمز لهذه النقطة بالزوج المرتب(5١١).‏ 
والنقطة ( 764 ) تبعد بمقدار أربع وحدات إلى المين من الخط الممثل للمدى وبمقدار وحدتين 
أعلى الخط الممثل للمجال . 


فى شكل  - ١‏ يمكن النظر إلى النقطعين 77 »ب ف المدى على أنهما مناظرتين للنقطتين ؟ »اب . 1 
ل اال ع عا أن ون وب ءت ) هما التقطنان على الأثر اللتان تمثلان تحويل؟ إلى 78 »٠ن‏ إلى 
تْ . أن النقطة ( س » ص ) من الأثر ترسم ( تنقل ) س ف المجال إلى ص فى المدى . النقطة 
(7 »4 ) تقع على الأثرَ » ولذا فإن النقطة ‏ ف المجال ترسم إلى النقطة 4 فى المدى . 


المدى 


من الضروري أن نوضح ما هية ذلك الذى نسميه متصلا . أن « التحويلات » هى فى الحقيقة 
الأشياء الوحيدة التى يمكن أن تعتبر متصلة أو غير .متصلة . وإذا تكلمنا عن نقل النقط على رباط 
المطاط من موضع لآخر فإننا نسمى هذا التحويل متصلا لأن النقط القريية من بعضها البعض فى 
الخال تنقل إلى نقط قريبة من بعضها البعض فى المدى . وتدفق الماء فى غهر غير متصل لأن جزيئين 
قريبين الواحد من الآخر فى محال التحويل ( عند المنبع ) قد « لا » يكونان قريبين الواحد من الآخر | 
فى المدى ( عند المصب ) . وفى الحقيقة فأنه بسبب التبخر أو أي حيود آخر قد لا تنقل بعض 
الجزيئات سوى جزءا من الطريق إلى مصب النهر . 


1 النهايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


ومن جهه أخرى » فإن الرسم البياني لنبر على خريطة قد يكون ممثلا لتحويل متصل لنقط فى 
امجال ( خط الطول ) إلى نقط فى المدى ( خط العرض ) ( شكل ١‏ - 7 ) . وبعبارة أخرى فلكى 
نستطيع اعتبار منحنى ما متصلا أم غير متصل يجب أولا أن نعرف مجالا ومدى ثم نحلل التحويل لكى 
نرى ما إذا كانت النقط القريبة من بعضها البعض ف النجال ترسم إلى نقط قريبة من بعضها البعض ى 
المدى . 


نفس الشىء ينطبق على تفسير أثر الحيوان . إننا لا نعتبر النقط على الذيل كا لو كانت تنقل من 
مكان إلى آخخر » وإنما نناقش انتقال نقط من المجال الذى انشأناه إلى نقط من المدى الذى أنشأناه . 


ايه 


1 
2 ك ل 72 ام لس ليس سس سس سس ميم 3 
(؟ كةو" ١3ه45؛)‏ 2 
3. 
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ا 
ا 
ا 
ا 
ا 
ا 
ا 
ا 


2 7 0000 5 ١ه‏ 
خط الطول , امجال. 


0 


٠-١ شكل‎ 


العملية المستخدمة لإيجاد نقطة المدى التى هى صورة للنقطة س ف المجال تتمثل فى رسم خط 
رأسى إلى أعلى بدءًا من س إلى أن يلتقى بالأثر فى نقطة ثم رسم خخطا أفقيا من نقطة التقاطع هذه إلى 
اليسار حتى يتقاطع مع المدى . وتسمى النقطة ص التى يتقاطع عندها الخط الأفقى مع المدى 
«'صورة » س ». ع تسمى س « أصل الصورة » ص . ويرمز للنقطة على الاثر بالزوج المرتب 
( سءص ) . ويمكن النظر إلى الآثر على أنه يتكون من مجموعة من الازواج المرتبة . 


مدخل حدمى للاتصال 18 


شكل ١-م‏ 


ففى شكل ١‏ - 8 » ترسم كل النقط القريبة من وه إلى نقط قريبة من وه » ولكن ليس كل النقط 
القريبة من ك ترسم إلى .نقط قريبة من 2 . لقد رفع الحيوان ذيله عند النقطة ( ك» كد ) ؛ وبالتالى » 
فالنقط القريبة من ك على يسارها ترسم إلى نقط قريبة من ك ‏ أما النقط القريبة من ك على يمينها 
« فلا » ترسم إلى نقط قريبة من ك . فيما عدا عند النقطة ك من نقط المجال » يمكننا القول بأن الأثر 


يستخدم كل صندوق مقعر صغير ( شكل ١‏ - 8 ) ف المجال والمدى تمثيل مجموعة النقط الواقعة 
فى حدود قرب معين من النقطة الواقعة عند مركزه . هذه الصناديق المقعرة ( فترات مفتوحة ) تمثل 
جوارات أحادية البعد . والنقطة فى مثل هذا الصندوق تقع فى حدود مسافة معينة 8 أو ة من النقطة 
الواقعة عند مركره . ش 


إذا رسمنا خطا رأسياً إلى أعلى من نقطة س قريبة من لك على المين ما فى شكل ١‏ - 4 ء فإننا لا 
نصل إلى الأثر إلا بعد أن نصبح أعلى بكثير من النقطة ( كء لك ) . وبالتالى » فحين نرسم الخط 
الأفقى الموجه إلى المدى فإنه يقطع المدى عند نقطة خارج جوار ما للنقطه ك نصف قطره © . مالم 
نكن » « لأى » عدد حقيقى موجب © ء قادرين على إيجاد قرب فى حدود 8 من ك بحيث ترسم 
كل النقط فى جوار للنقطة ك نصف قطره 8 إلى جوار للنقطة ك نصف قطره ع محدد سلفا ء فإننا ٠‏ 
سنقول أن الأثر غير. متصل عند النقطة ك . 
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امجال 
شكل ١-و‏ 


ففى شكل ١‏ - 8 ء أى نقطة داخل جوار النقطة وه الذى نصف قطره 8 ترسم إلى نقطة 
« أقرب » إلى فى عنها من النقطة و+ ع أو النقطة و>- © . لقد إتفقنا على أن هذا يعنى أنه إذا 
رسمنا خطا رأسياً إلى أعلى من أى نقطة تنتمى لجوار النقطة وه الذى نصف قطرهة حتى يلتقى بالأثر 
ثم رسمنا خطا أفقيا إلى المدى , فإن الخط الأفقى يقطع المدى فى نقطة ما تنتمى لجوار النقطة ىه الذى 
نصف قطره © . ويكون الأثر متصلا عند وه إذا كان لكل جوار للنقطة ىه نصف.قطره 6 يوجد 
جوار للنقطة فه نصف قطره 8 بحيث أن كل نقطة من نقط جوار النقطة وه ترسم إلى نقطة تنتمى 
لجوار النقطة ف>. 


مدخل حدمى للاتصال 1١‏ 


الآنء وبعد أن قدمنا الأفكار الأساسية عن مفهوم الاتصال » يمكننا إلقاء نظرة أكثر تمحيصا على 
عدد من المقولات التى كانت موضع نقاشنا . إن الرسم البيانى البسيط فى شكل ٠١ - ١‏ يمثل 
مجموعة الأزواج المرتبة من الأعداد الحقيقية ( س»ص ) حيث ص - ل س . إنه تحويل يتطلب فيه 
القرب فى حدود © » حيث ع6 تساوى :وسدة طول واجدة + ف المدى قربا فى يحدود 6 » بحيث لا 
تزيد 8 عن وحدتين من وحدات الطول ف النطاق . وهذا يكافىء القول بأن أى نقطة تنتمى لجوار 
للنقطة * نصف قطره وحدق طول سترسم إلى نقطة تنتمى إلى جوار للنقطة ؟ نصف قطره وحدة 
طول فى ظل المعادلة ص ب لج س . ش 


ولكن إذا تطلب الأمر أن نكون فى حدود © > + » فيجب أن نختارة < ج ل لفبمات. أن كل شه 
فى الجوار الذى نصف قطره 8 سيرسم إلى الجوار الذى نصف قطره ع 00056 


فقة الأزواج المرتبة ( س»ص ) حيث ص - ” س مثال لدالة أخرى متصلة ( شكل ١‏ - 
)١‏ . إننا ننظر إلى هذه الدالة كتحويل يرسم النقط من مجال الاأعداد الحقيقية إلى مدى الاعداد 
الحقيقية . لكل قرب فى حدود © ف المدى يوجد قرب فى حدود 8 ف المجال بحيث أن أى نقطة قريبة 
فى حدود 8 من هذه النقطة فى المجال ستكون قريبة فى حدود م من صورتبا فى المدى . لهذه الدالة 
يجب ألا تريد ة عن نصف مقدار ع . 
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١١-1١ شكل‎ 


خلال هذه الدراسة لن تكون © » 8 أبدا أعدادا سالبة » إنها ستكون دائما أعدادا حقيقية موجبة 
« وبالتالى فإن © , ة لن تساوى الصفر إطلاقاً » . 


الباب الثانى 


نهاية المتتابعة 


اتمارين المبرمجة التالية مقدمة استكشافية للمتتايعات ييه « بلل قدميك 
قبل الخوض ف الماء » » ستساعدك على السباحة خلال بقية الباب . 


اسم اتمارين المبرمجة إلى أقسام تسمى أطرا . وكل إطار يتكون.من جزئين رئيسيين . يسفى 
الجرء الأول « النبه » ويسمى الثانى « الاستجابية ».. وتفصل بين هذه الأجزاء قطع مستقيمة 
أفقية قصيرة . ومن المهم أن تستخدم الأسلوب التالى مع كل إطار : : 

' . -قم بإخفاء جزء استجابية الاطار ببطاقة‎ ١ 

. أكتب استجابيتك للمنبه على: صحيفة من الورق‎ - ١ 

* - قارن استجابيتك باستجابية المؤلف '.. 

ويمكن بطبيعة الحال أن يحاول الشخص توفير الوقت بتخمين الاستجابية ببساطة بدلا من 
كتابتها . وهذا حسن إذا استطاع الشخص أن يكون صادقا مع نفسه » ولكن ما أسهل أن يقرأ 
الشخص استجابية المؤلف ثم يقول ه حسن , هذا هو ما خمنته » . إذا كتبت استجابيتك الخاصة 
بك » فإنه يمكنك مراجعة الفروق الدقيقة بين استجابيتك المكتوبة واستجابية المؤلف . فكثيرا ٠‏ 
لكوت هذه الفروق ذات مغزى كبير . ش 


1 لالتكا مل عصان نظي :ل عل تر بطل سني بلج‎ ١ 


نحصل على قائمة لا نهائية من الأعداد الحقيقية تسمى متتابعة اش 41 


؟! ” 5 
كون متتابعة بقسمة ؟ على كل عدد من الأعداد الطبيعية'. 1 


2 6 افر ...) . النقط الثلاث يمكن قراءتها «'وهكذا » 


. :ل هو الحد الأول من المتابعة (ل  ل » ل » ...) » ل هو الحد التاسع‎ 7-١ 


7 
بام الخدان الأول والتإمشع من ع المتتابعة التى كوتتها فى ” - ١‏ ؟ 
2 
لي يلد 
؟ - # : ل هو الحد العام للمتتابعة ( 2 © ل » ا 
با عع للد العام التعايعة ول هب ا 1 


0 


ل 
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؟ -42 ا . فيمكن تمثيل المتتابعة ( 0( 3 ل ل » ... ) بالرمر 


ا 


020 . تستخدم الأقواس للإشارة إلى أن هذه متتابعة وليس مجرد الحد العام . 


.. 


؟ - ه : أكتب الحدود الثلاثة الأولى من المتتابعة ( آ ) . 


53 اك لقدوة الأزيئة الأرلن من العايعةةز حل + 
لق 


١ 


١ 1‏ 
عدن اح 6 2 4 
ا ا ا ا اين 


؟ -7 : تمثل المتابعة ( ١‏ »لم 7٠‏ » 54 » ... ) بالرمز ( له" ) . ويمثل الحد العام هذه المتتابعة 
بالرمز له" دون أقواس . أكتب الحدود الأربعة الأولى من المتتابعة ( له" + ١‏ ) وأذكر حدها العام . 


وغ ”ا 0 هى الحدود الأربعة الأولى . ( ؟ 69546 8”ء 42358... يل" + اء 
... ) هى المتتابعة . له" + ١‏ هو الحد العام . ' 


ال اهز الحو الام للتسارعة 1 ول ولاك للد م7 

ع ا 5 5 م ٠5‏ 

لج أو رج 

2 

٠‏ - 4 : يمكن للمتتابعات أن تأخذ صورا أخرى كثيرة . ( ١‏ سل ) هى المتتايعة ل 
٠١ 945‏ 

ل ل 


؟ ١6١-‏ : فى المتتابعة ( .ل ) كل حد أصغر من الحد السابق له . الحد رقم ٠٠١‏ هو_ ‏ والحد 
رقم 0ح ا رقم ٠.١‏ 1 يكون (أكبر » أصغر ) من الحن رقم 
بنمث فقيل 

ا صعر . 


* - 39 : إذا مثلنا المتتابعة ( 2 ) يانيا تلاحظ آنا كل جوار للعثر توى عبدا. لا انبا من 
حدود المتتابعة اق اللقيقة عل جزاز للصفر يحتوى « جميع » حدود المتتابعة ( ل ) « فيما عدا 
عدد محدود منها » . 


جميع حدود المتتابعة ( .ل ) فيما عدا عدد محدود منها تقع على بعد فى حدود حلم من الصفر . 


خباية المتتابعة 6" 
0 0 اام صفر ْ 
ع 1 ١ / 2١‏ ا 
: فب 6 3# 5 ٠‏ 


١ ا 5 د‎ َ ٠ 
1 تجيع مدو المعايعة (0 1 وس فيما عذا عدد دود نما تمع عل يعد ل جدارد 2-2 من‎ 


1١ 
1 
١ 
1 


]>< 
ا 
1 
49»ه 


١ 
ا‎ 
>> 


إذا احتوى كل جوار اذه عايقى ل كع لدو ماحد يكز عا عبد اللاو نايا لإا قوت 
أن ل نباية التايعة . مباية المتتابعة ( ١‏ + ل ) هى ١‏ لأن كل جوار للعدد ١‏ يحتوى جميع حدود 
لتتابعة ( ١‏ + .2 ) فيما عدا عدد محدود منها . 
ماهى نباية المتتابعة ( ؟ + ل ) ؟ . 


1 


15 ؟١‏ : البعد بين الحدين السابع والثامن من حدود المتتابعة ( 5 ) هوم - 1ا- لح . 


ماهو الفرق بين نباية هذه المتتابعة وحدها رقم المليون ؟ 


١ 5 ١ 
صعمر ح-د‎ 


ونثقا مو و1 وعثعثوث 16 


؟٠-م٠١‏ : داه حدود المتابعة ( يم ) قربا عل نولل من بعضها البعض . :إن قرب + إلى ل أكر 


ما هو أكبر بعد بين حدين متتاليين من حدود المتتابعة ( 1 ) ؟ 


١ 
0 
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.عو : بأحذ ن -... ٠٠‏ يمكننا أن نقول أن لكل الأعداد الطبيعية نه الأكبر من ن تكون 
حدود المتتابعة ( 1 ) ( أقرب إلى » أبعد عن ) الصفر من ل . 


أقرب إلى 


ه١‏ : يوجد عدد ( لانهانى » محدود ) من حدود المتتابعة ( ل ) التى 7 ع 
0 من الصفر ٠‏ ما هو الحد الأكير فى التتابعة الذى يكون أقرب للنباية من .,٠‏ 


ادب إل افر تان 


" /ا١‏ : مهما كان العدد الذى نختاره صغيرا » فإنه يوجد دائما حد من حدود امتتابعة ( ل ) 
يكون أقرب إلى الصفر من ذلك العدد . جميع الحدود بعد هذا الحد تكون أيضا ‏ من العدد 
امختار . 

ار 


أقرب إلى الصفر 


»م١‏ : لا يمكن أبدا أن تساوى قيمة ل صفرا , مهما كانت نه كبيرة . ومع ذلك » يمكننا جعل . 


ل قريبة من الصفر.بأى درجة نشاء باختيار قي ( أكبر » أصغر.) للعدد له . 


ع 


أكبر 


خباية المنتابعة يف 


تحدثنا فى الباب الأول حدسيا عن آثار الحيوانات » والتخويلات » والرواسم » والرسوم البيانية 
للأمار » والرسوم البيانية للمعادلات . سنناقش الآن تناظرات مجردة مشابهة تسمى « دوال » . إن 
التحويل أو الراسم الذي قمنا باشتقاقه من أثر الحيوان كان دالة.والرسم البياني للمعادلة ص - +« س 


سكي الان "دالة: ؛ 


فالدالة تناظر يزاوج عناصر مجموعة س-( محال الدالة ) مع عناصر مجموعة ص- ( مدى الدالة.). 
ويمكننا وصف الدالة دست :حه:صح ب بعمل قائمة بكل الأزواج المرتبة ( 7 » س ) للتناظرالتناظر 
الذى يزاوؤج كل عنصر من عناصر المجال ١.[‏ » 7 » ” ) مع ضعف هذا العنصر فى المدى [ 7 » 
4 6" ) يمكن تمثيله بمجموعة الأزواج المرتبة د - | ١(‏ » ؟) ؛(73 » 4) 506 56)] . نفس هذه 
الدالة يمكن وصفها بالصورة د > | ( س » ص ) | ص - 7 سء س .3 1١[|‏ 15 *]1). 
ويقرأ هذا التعبير « د تساوى مجموعة كل الأزواج المرتبة.( س » ص ) بحيث أن ص تساوى 
»٠س‏ س عنصر من عناصر المجال ( ٠ . »10" 2 ” , ١‏ 


إن الدالة عملية مزاوجة فى إتجاه واحد . فنحن ننظر للدالة د على أنها تحمل ١‏ إلى ؟ » ؟ إلى 4 + 
" إلى ” وليس العكس بالعكس 6 تبين الأسهم فى شكل ؟ - ١‏ . وننظر إلى كل زوج مرتب 
كرسم للعنصر الأول فوق العنضر الثانى » وعليه فإن الزوج المرتب ( 1 » ب ) يختلف عن الزوج 
المرتب ( س »7 ) حيث أن العنصر الأول فى ( 7 ؛ ب ) هو” بينا العنصر الأول فى ( نس  »‏ ) هو 


السااا, 


جه جه 
جم عي مجم 


شكل ؟ - ١‏ 


وعلاوة على هذا فإننا نقيد الدالة بعدم السماح برسم العنصر الأول فوق عنصرين ثانيين 2 . 
مختلفين » ولكننا سنسمح برسم عناصر أولية متعددة فوق عنصر ثافى مشترك . 2 
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تعريف 17 9: 


الدالة مجموعة ازواج مرتبة ليس لاثنين منبا نفس العيصر الأول . « مجال » الدالة هو مجموعة 
العناصر الأولى فى الأزواج المرتبة » و « المدى » هو مجموعة العناصر' الثإنية فى الأزواج المرتبة . 

إذا كانت د دالة فإننا سنرمز إلى أن د ترسم ١‏ فوق سب بكتابة د (؟ ) - ب » والتى تعنى أن 
الزوج المرتب ١(‏ » ب ) عنصر من عناصر.د : (7 , ب ).3 د . وعندما نكتب د (7 ) > ساء 
فإننا نقرر أن س هى « قيمة » الدالة عند ! . فمثلا حين نكتب د ( س ) - س" + 8 س ء فإننا 
تعنى أن ننه #من: عن قيمة الدالة اه عند النفظة من فى حال الدالة : 


د > [(سءص) ص- س"+؟اس ٠س‏ وا ح) 
وهى 'ما تكتب أحيانا د-. [ ( سس" +7 س ) ) 


الرسم البيانى للمعادلة ص - ؟ س هو مجموعة الأزواج المرتبة التى على الصورة (*: 77 ) » حيث 
0000 الع ا ا 
0 مجموعة الأعداد الحقيقية » 


١4 - "‏ : مجموعة الأزواج المرتبة لاا عا ةو ة)|] تمثل دالة . كل 
عنصر من عناصر المجال يناظره عنصر واحد وواحد فقط من عناصر المدى . مجال الدالة هو المجموعة 
221 4»؟ ] ومداهاأ هو المجموعة ( اء/ا 98.92 ]. 


هل تمثل مجموعة الأزواج المرتبة ((4»5(6)864(6)765(:)71)] دالة؟ ما هو 
مجالها ؟ ما هو مداها ؟ 


نعم » هى دالة . (1ع٠؟ء»"”»‏ : ] هوالمجال» [251 865.٠15‏ | هو المدى . 


7360-5 : يصف تعريف ” - ١‏ الدالة على أنها مجموعة من : جه 
منها_نفس_العنصر_الأول ٠‏ !(38(0)0010)46594)51) | ليست دالة لأن لكل من 
061760961 ) نفس العنصر الأول . 

هل 565(6)02"(2)925(2)525١(+‏ )| دالة ؟ 


1 الكل هن ووو وديم نين العتصر الأول + 


اك ا : كثيرا ما نصف الدالة بالنص على مجالنها ومداها ثم وصف الأزواج المرتبة بمعادلة تعطى 
الصورة ص لاى نقطة س ف اليجال . 
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مسال : الدالة فى ١‏ -.15 والة من المجال [ 1 8ع 28 4 ) فوق المداى [80 854 | : ويمكن 
د: ل[ كاع)'”دء” : ] 2 [اا اا ). 
5-((سءص)|ص- »؟ سوس 3 )]12372521١[‏ 

أعنبر الدالة من الأعداد الحقيقية فوق الاعداد الحقيقية ؛ د :.ح سه حء الممثلة بالمعادلة 
ص - ماس م . ما هو امجال » المدى » الرسم البياني » ووصف هذه الدالة ؟ استعمل ح 
لترمز إلى مجموعة الأعداد الحقيقية . 

كل من انجال والمدى هو مجموعة الأعداد الحقيقية . سنمثل المجال بيانيا على محور السينات والمدى 
على محور الصادات . الدالة نفسها هى المجموعة اللانهائية من النقط التي تكون الخط المستقيم 
ص - “اس « المرسوم بيانيا . 

د[ لس اص )| صن هس اح ؟ عمن: ]| : 


ص 


ص : هل تمثل مجموعة الأزواج ج المرتبة التالية دالة : [ (١؟:'»‏ ")» (9؛ 4)ء (518))» 
])١ 2١١‏ ؟ ماهو مجالها ؟ ماهو مداها ؟ 
نعم » هى دالة . النجال هو [ ١0٠17غ»"”.‏ ه )ء المدى هو ( 5652*21١‏ ) 


تعريف * - # : 
المتتابعة دالة مجاها مجموعة جزئية من الأعداد الطبيعية . 

المتتابعة فى هذا الكتاب هى مجموعة من الأزواج المرتبة » على سبيل المثال » 

»)1) ح ).2 ١؟'2» ح,)ء زوف 1 ) 6 ...ع (لمء حجن‎ »259( 06 »21١(( 
فيها الاحدائى الأول من كل زوج مرب عدد طبيعى والإحدائى الثانى عدد حقيقى . مجموعة‎ 
. الاحداثيات الأولى هى « مجال » المتتابعة ومجموعة-الاحدائيات الثانية هى « مدى » المتابعة‎ 
ويك أن تريب الأعداد الطريعية معروقت يدا فالعتاد خى اختصار ذلك التمير الرمرئ إل جموعة‎ 
: 4 مرتبة من عناصر اللدى ترمز لها بالصورة :رحب حب جب جح 2 00ت‎ 


7 النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


مغال : أول خمسة أعداد طبيعية قابلة للقسمة على “ هى عناصر المدى لدالة معرفة على المجال 
[51غ427»ه ] ومداها المجموعة ( 96567 ١١+١5‏ ] . هذه الدالة هى المتتابعة 
» الغبائية » [(١21”*)ء.‏ (2)5617 (”ء 5)غ )١9 25 (64)١54(‏ ). انها تختصر إلى 
559ل هل). 

' مفال: كل الأعداد الصحيحة الموجبة القابلة للقسمة على ١‏ هى عناصر المدى للمتتابعة 
:« اللابائية » (١١21؟)24)52)5(2)127(2...ء(ه‏ ”اله ... ] وتختصر إلى 

ره اناي أو إل ؟ له) . لاحظ أنه عند الإشارة إلى متتابعة نهائية فإننا نضع 
' القد العام فى آخرها : (ح,ء ح,ء ح.ء ...» حى)؛ ولكن إذا أردنا الإشارة إلى متتابعة لا نهائية » 
فإننا نضيف ثلاث نقط بعد الحد العام (رح,ء حي» حيء ...» حى» ...) أو نكتب ( حى) . وإذا 
كانت صورة الحد العام واضحة فيمكننا أن نكتب ببساطة (ح,» ح,ء ح.ء ...) للدلالة على 
متتابعة لا نهائية . 


أفرض أن ضفدعة فى قاع بئر وقعت تحت تأثير سحر ما جعلها قادرة على القفز نصف المسافة إلى 
حافة البعر فى المحاولة الأولى ثم نصف المسافة المتبقية فى كل قفزة تالية ( شكل ١‏ - 5 ) 


شكل ١‏ -؟ 


هل ستستطيع الضفدعة أن تحرر نفسها من البئر وتخرج خارجه ؟ . أن المسافات المتتالية التى 
اي 1 يم 
الضفدعة ثانية واحدة بين القفزات و ل ثانية لقطع المسافة رقم » فإن الزمن الذى تستغرقه 


لسر اناه إن ناه العركك رن لجابلة زمنية ( 25 2 ا 
١‏ 


0 
م 
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ورغم أن حدود متتابعة المسافات تزداد صغرا وتصبح صغيرة جداً عندما تكبر له جداً » فإن كل 
شخص تقريبا سيوافق على أن الضفدعة لن تحرر نفسها أبدا . ومع ذلك فقبل مناقشة هذه النتيجة » 
دعنا ندرس المسألة التالية . أنها مشابهة تماماً » ولكن الإجابة المعتادة تناقض على ما يبدو الاجابة التى 
حصلنا عليها فى. التو . 


وهاع ا حى ب م 


شكل ؟١5-‏ م 


لقد صاغ الفيلسوف زينو » الذى عاش ف إليا على الشاطىء الجنوبى لإيطاليا حوالى عام مله 
ق . م» هذه المتناقضة الظاهرية التى يبدو فيها تفكيره كا لو كان يشير إِلى أن أشيلس لا يستطيع' # 
الامساك بسلحفاة إذا سمح لا باتمايز عليه فى بداية السباق . يبدأ أشيلس من نقطة؟ ( شكل ؟ - 
* ) وتبدأ السلحفاة من نقطة ب . سيحتاج أشيلس لزمن قدره دم ليقطع المسافة حتى ان وف 
نفس هذا القدر من الزمن تكون السلحفاة قد تحركت إلى < . وعليه فإنه سيكون على أشيلس أن 
يقطع المسافة إلى ح قبل أن يتمكن من اللحاق بالسلحفاة . إنه سيحتاج لزمن قدره دي ليقطغ المسافة 
المتبقية حتى ح » ولكن خلال هذا الزمن تكون السلحفاة قد تحركت إلى > . ولا يزال على أشيلس أن 
يقطع المسافة التى سارتها السلحفاة خلال هذه الفترة الزمنية الأخيرة . إنه سيحتاج لزمن قدره لي 
لقطع هذه المسافة » ولكن السلحفاة ستحرز مزيدا من التقدم خلال نام . سيترك هذا مسافة رابعة 
على أشيلس ان يقطعها » وبالطبع » ستحرز السلحفاة مزيدا أكثر من التقدم خلال نهم . ويتساءل 
زينو عما إذا كان هذا سيستمر إلى الأبد » إذ سيظل هناك دائما مسافة صغيرة على أشيلس أن 
يجريها . وبينا هو يجرى هذه المسافة » ستحرز السلحفاة بعض التقدم تاركة لأشيلس مسافة أخرى 
بينه وبينها . 


إذا كان البعد بين 7 » س ميل واحد وكان أشيلس يجرى بسرعة 7 ميل / ساعة بينا تزحف . 
السلحفاة بسرعة ١‏ ميل/ ساعة فط » فإن التجربة قد بينت أن أشيلس سيتجاوز السلحفاة بعد 
ساعة واحدة بالضبط . وهذه هى المتناقضة الظاهرية : كيف يستطيع أشيلس القيام بعدد لا:نهاني من 
تنصيفات المسافة بينه وبين السلحفاة فى قدر محدود من الزمن ؟ 


يفن النبايات والاتصال فى خساب التفاضل والتكامل 


أدرس الجدول التالي وانظر ما إذا كان باستطاعتك الإجابة على متناقضة زينو الظاهرية قبل, 
الاسترسال فى. القراءة . 
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حا لجسا 
كا احا 
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1 
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/ 
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م احلا 
5 57 


| >ا 


كل 
حم 
- 
4م 
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إذن فبعد التنصيف السادس سيظل على أشيلس أن يقطع ل من اميل قبل أن يتمكن من اللحاق 
بالسلحفاة . ولكن هل سيكون أشيلس قد تجاوز السلحفاة بعد مليون من هذه التنصيفات ؟ إن 


٠ 0 821 51 5 :‏ إأسال * ١ ١ ١‏ 
١ 5 2 5 : 43‏ 
) -ل » ... ) . والأزمنة اللازمة لإجراء هذه التنصيفات تكون المتفابعة الزمنية ( 1202 6 2 » 
03 
؟ 
0 


0 . وحدود كل من هاتين المتتابعتين يأخذ فى الصغر تدريجيا » ولكن هل يساوى 
له 
أى من "هذه الحدود صفرا بالفعل ؟ 


بمقارنة مسألة أشيلس ومسألة الضفدعة نرى أنهما متشاببتان جدا . فى زمن قدره لم ينصف 
أشيلس المسافة حتى السلحفاة . وينصف المسافة المتبقية فى كل فترة زمنية تالية تماما كما تفعل 
الضفدعة » ومع ذلك فإننا نشعر بالبديبة أن أشيلس سيلحق فعلا بالسلحفاة بيها لن تخرج الضفدعة 
أبدا من البعر . هل هناك شىء مختلف ف المسألتين يسمح لأشيلس باللحاق بالسلحفاة بيذا يعوق 
الضفدعة من مغادرة البئر ؟ 


نباية المتتابعة وذ 


إن المتتابعتين الزمنيتين فيبما مختلفتان . فأشيلس سيستغرق زمنا كليا قدره ل + + + 2 + .. لك 


اال لج بالملطا نودي زب الكل اذى بتطتزائه المفاعة وي الت إب. جافة لبر 
كر ا با يك ا اق عن هذ رإفرراو س اخمو امع مرخ 
متتابعة زمنية أو متسلسلة زمنية » . وسيحتاج الأمر إلى عدة صفحات لشرح الفرق بين هذين 
المجموعين » ولكننا سنبين فى كلمات موجزة أن مجموع متتابعة أشيلس الزمنية هو ١‏ » ما يشير إلى 
أنه سيجرى عددا لانهائيا من التنصيفات فى ساعة واحدة » بيئا. يتزايد مجموع المتتابعة الزمنية 
السفدعة بل ذو غا يشير إل أنه لن.يكون لدي المقدعة الزمخ النقاء: تعمل اعذد الااعباى من 
التنصيفات . 

وبعبارة أخرى » إذا لم تأخذ الضفدعة الثانية الاضافية بعد كل قفزة فإنها كانت ستصل إلى حافة 
البعر ؛ وإذا استراح كل من أشيلس والسلحفاة لمدة ثانية واحدة بعد كل تنصيف فإن أشيلس لم يكن 
ليلحق بالسلحفاة . 
ان حل المتناقضة الظاهرية يتوقف على بيان أن أشيلس يستطيع القيام بعدد لا نهاثى من التنصيفات 


1 3 1 ذاء. 2 2ه 030 2 2 ١ ١ ١‏ 
فى قدر محدود من الزمن » ولذا فإننا سنقطع المناقشة لبيان أن مجموع المتتابعة الزمنية ( ح » ب » ع » 
...) هو .١‏ 


او حيت | نا . وإذا فحصنا مجموع المتتابعة الزمنية ( + » + » » ... ) لرأينا أن النسبة ر 


8 
1 
306 


بين الحدود هى ل وأن الحد الأول؟ هو أيضا ج . وبهذا فإن المجموع + ! ...+ 1+ 
١‏ 
... يكون 5 
3 
١+ 2‏ 
22-3 


وعلى ذلك فإن هذه الصيغة لمجموع اللمتوالية الهندسية تشير إلى أن أشيلس قد قطع مسافة الميل' 
الواحد بينه وبين السلحفاة فى زمن قدره ساعة » نظرا لأن مجموع كل من المتتابعة الزمنية ومتتابعة 
المسافات هو ١‏ . 

ولكن هل ستصل الضفدعة فى أى وقت إلى حافة البثر ؟ إنها تقفز ( 2 » + » م" 


جه 


و ل ) ب ...ءأى قيمة كعدد حقيقى . هاهنا تقع المتناقضة الظاهرية 
ع راك و0 »أى في حميقى - شر 


. هل يستطيع أشيلس حقيقة أن يسير عبر عدد لا نهانى من النقط ؟ نعم » وهذا يحدث كل 


3 


نكن النبايات والاتصال ى حساب التفاضل والتكامل 


يوم . هل تستطيع الضفدعة أن دة تقفز عددا لانهائيا من المرات ؟ هذا ليس بالإمكان إذا كانت تستغرق 
ثانية واحدة على الأقل لكل قفزة . إذا كانت الضفدعة قادرة على القيام بعدد لا نهان من القفزات فى 
زمن حياتها امحدود , فإنها ستصل إلى حافة البئر . ولكن الضفدعة لا تستطيع القيام بعدد لا مهافى من 
القفزات لأن كل قفزة ستستغرق ثانية واحدة على الأقل وزمن حياة الضفدعة ليس طويلا بقدر 
يكفى للسماح بعدد لا باق من الثوائى . من جانب آخر فإن أشيلس يمكن أن يسير عبر عدد لا 
نبافى من النقط [ إذا لى نصر على توقفه لحظيا عند كل نقطة . 

لالع نه ريو ينال ادا سطع اديلتن القراة يدف لا جا كن سات لافيت 
وبين السلحفاة إذا كان كل تنصيف يستغرق ثانية ؟ » يجب أن نقر إنه لو كان كل تنصيف يستغرق 
ثانية على الأقل فإن أشيلس لن يستطيع أبدا أن يلحق بالسلحفاة . ويمكن للبعض أن يجادل بأن زينو 
كان يدرك بالتأكيد أن بعض التنصيفات ستستغرق أقل من ثانية واحدة . الواقع أن ماكان يقصده 
زينو هو الكرونون ( أصغر جزء ممكن من الزمن ) . فى هذا الجزء الوجيز من الزمن » لم يكن 
أشيلس ليستطيع القيام بأكثر من تنصيف واحد , ثم تنصيف واحد فى الكرونون التالى وهكذا هكذا 
بلا نهاية . 

ما أننا قد أوضحنا أنه إذا سار أشيلس بسرعة ١‏ ميل/ الساعة لمدة ساعة فإنه سيم عددا لا نهائيا 

من التنصيفات ف الثانية الأخيرة فإنه يبدو أن لا وجود لشىء كالكرونون . 

يوضح شكل ١‏ - 4 مثالا آخر يبين الفرق بين السير عبر عدد لا نبا من النقط والوقوف 
للحظة من الزمن عند كل نقطة . فى هذه المسألة وضع فأر من فكران أربعة آلية فى ركن من أركان 


حجرة مربعة وقد تمت برمجة كل فأر ليتبع جاره الواقع على بمينه . وعند إدارة مفتاح البدء يتحرك كل 
فأر تجاه جاره ويستمر فى متابعته أيها ذهب . 


شكل 4-07 


نهاية المتتابعة هم 


ستدور الفثران الآلية حول النقطة فى مركز الحجرة عددا لا نبائيا من المرات . بفرض أن هذه 
الفغران جميعها صغيرة بالقدر الكافى لأن تشغل نقطة واحدة » فهل ستصل إلى مركز الحجرة فى أى 
واقع م الأوفانت ؟ إذا كانت الفعران تصنع ٠‏ دورات ف الثانية فإنها لن تصل أبدا إلى المركز لأنه 
لا يتاح عدد لا مهافى من الثواى . وإذا كانت الفتران تتحرك بسرعة ٠‏ قدم/ ثانية » فإنها تستطيع 
اتمام عدد لا نبا من الدورات ف الثانية الأخيرة » ونظرا لأن طول الحلزون الذى ستقطعه محدود 


فإنبا ستصل إلى المركز . 
لقد افترضنا فى المناقشة السابقة أن مجموع المتوالية الهندسية يعطى بالمقدار ا 5 
| ر|<١‏ . سنبين الآن أن هذا الافتراض كان صحيحاء يشتق التعيير - عادة من الصيغة 


ال لله التى تمثل مجموع له حدا الأولى من المتوالية الهندسية وهو ا الآن . لتكن 
0 ادال 5 
ح ىه هى مجموع له حدا الأولى من المتوالية الهندسية . إذن يمكننا كتابة 


> رع جار بعركا دل بوره 
إذا ضربنا الطرفين فى ر فإننا نمحصل على 
كم -ة ر+ار" +دزر5 م4 بؤرنه ايماله 
رع و مون من يدن كيد انكل الليقاود مختدضى كيدا عدا (/1ترن إذن 


حون خدالن عن - ”8 ل 


ومنها : 
1 حن(١در)+-‏ ب 
وبالتالى : 
اك 
١‏ 3 
8 كر 


تعمد الخطوة التالية فى الاشتقاق على المفهوم اهام الخاص بالنبهاية وخر بشهوة مسن حرق 
باق الكتاب لشرحه بشكل كامل . إذا كانت ر عددا يين صفر وواحد فإننا ندعى أن رث” تقترب من 
الصفر حين تزداد له بلا حد . إذن » فمجموع عدد لا نجاف من الحدود هو , 


'(')رصضش) 5 _ 
١‏ در ادر 


إننا نعبر عن هذه الحقيقة بكتابة 


: اس ا مين ذا انرسي ادر م لدي 
نه عه م ١‏ دار 2ق 


لضن النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


للاستزادة: فى ببحث هذه الحقيقة نحتاج لأن نعرف بدقة ما نعنيه حين نقول « نباية المتتابعة 
2 عندما تزداد له بلا حد تساوى صفر » وهو مانعبر عنه بكتابة 
2 


ا لسر 


5 1 كم 5 0 
لكل عدد حقيقى موجب 6 
يوجد عدد طبيعى ن 


بحيث أنه 
إذا كانت له أكى من أو تساوى ن فإن الفرق الموجب بين سلج » صفر يكون أقل من ع : 
ويمكن كتابة هذا رمزيا بالصورة 


له ك ذه إل صف ر | جه . 


هذا التعريف من حيث الجوهر هو نفس التعريف الموجود فى الاطار ١١ - ١‏ . هناك ذكرنا أن 
صفر هو نباية المتتابعة ( ص ) إذا كانت جميع عناصر المتتابعة فيما عدا عدد محدود منها تقع فى كل 


جوار للصفر . وفى التعريف أعلاه نصر على أن تكون جميع عناصر المتتابعة فيما عدا عدد محدود منها 
داخل جوار للصفر نصف قطره © . العدد المحدود من العناصر التى تأ قبل الحد رقم ن قد يكون 
خارج جوار الصفر الذى نصف قطره 8 . والحد رقم ن والعدد اللانبافى من الحدود التى تأقى 
بعده ( الحدود رقم له حيث ل > ن:) تقع كلها داخحل جوار الصفر الذى نصف قطره 6 

لشرح هذا التعريف سنقدم مثالا آاخر . أفرض أن أشيلس قرر أن يسير من مدينة ! إلى مدينة ب 
التى تبعد بمقدار ميل عن ؟ ( شكل ؟ - ه ) . إنه سيسير ل ميل + + ميل + 1 ميل + ... حتى 
يقطع المسافة بين المدينتين . إن هذا التعريف يقود إلى منازلة بين أشيلس وشخص خفى يدعى 
إبسيلون . يقف إبسيلون قريبا بأى درجة يشاء من المدينة ب » ولكن يمكن أن يكون أشيلس أقرب 
للمدينة بسيره عبر التنصيف رقم ن ( شكل 5 - 5). 


م 0 1١‏ 1 
١‏ الع - . 
0 مم4 0 5 3 
اس و١ ١‏ 
ان 
535 
ب ف 


نهاية المتتابعة 3 


إذا كان إبسيلون يقف على بعد ل ميل من المدينة ب » فإن أشيلس سيكون أقرب إلى المدينة من 
ا ال . وكل تنصيف بعد الرابع سيجعل أشيلس أكثر قربا من 
المدينة . 


أى أنه إذا كانت نه أكبر من أو تساوى 4 فإن المسافة بين -ل » صفر تكون أقل من ل . 
3 1 
أفرض أن إبسيلون يبعد عن المدينة بمقدار .,.١‏ ميل . عندئنا يكون أشيلس أقرب إلى المدينة من 
إيسيلون بعد التنصيف السابع . أى أن له > / سيجعل | كج صفر | < .,.١‏ 
اي التابعة ( سل ) تساوى صغر حين تصبح ند لا غالية | إذا كان أشيلس يستطيع دائما أن 
كوك ارم لدي مور[ ساون . ونظرا لأنه يوجد دائما عدد لا نهإق من التنصيفات الأقرب إلى 
الصفر من أى قرب يستطيع إبسيلون تحقيقه » فإن جميع التنصيفات فيما عدا عدد محدود منها 
ستكون أكثر قربا من إبسيلون . 
لقد صّمّم الفرين المبرعج التالى لاعطاء فهم أكثر دقة لهذه الأفكاز 
_- 000 ا تم قاء 
١‏ 6ن بحسي 2 صفر » فإنه 
يوجد عدد طبيعى 3 
بحيث أن 
١ 000‏ : 
بذاك لحت صر | © 
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والتقارير التى على الصورة المذكورة أعلاه يمكن اعتبارها وصفا لباراة . السيد إبسيلون هو 
المهاجم والقارىء هو المدافع . المهاجم يعطى قيما للرموز لتى تلى « لكل » أما المدافع فعليه أن 
يحصل على قم مناظرة لكل الرموز التى تلى « يوجد » . إذا أعطى المهاجم الرمز © القيمة ١ر١‏ » 
فسيكون علي أن نحصل على عدد مناطرن من 4 بحيث يكون نه > 4 سل - صفر | < ..١١‏ 


فإذا واجهنا بالتحدى بالقيمة .,.١‏ للرمز :م » فما هى أصغر قيمة للغدد تتضمن أن 
١ 1‏ : 
له> ن سي 5 


عبان عي عت وس اتن د 


؟ -4؟ : إذا ووجهنا بالتحدى لايجاد ن بحيث أن لمكن جه اتجعهي احنت يكنا 
اختيار ن > 5 لأن | ل صفر | ل < ل . 3 د 
,6 


أوجد ن بحيث أن ده ن > | ل - صفر] < لج 


ن > . أى غدد طبيعى أكبر من 8 سيفى بالغرض 


58-7 اق ذامكك: اعبارما ميك أذداناو ناح | يل بسر | تاتب ؟ 


ارشاد : ؟'' > كلاه .لب 55د ورروجه 


ن > 230١.70‏ هى أصغر ن ستحقق التقرير » ولكن أى ن أكبر منها ستحققه هى الأخرى . 


45-1 ريك محال حا ضفر دو 


نه سته وه ونه 
لكل عدد حقيقى موجب 6 
.٠‏ يوجد عدد طبيعى ن 
بحيث أن 
مكدع | ]| ع 


عرف يميا ل اضف 


ذه سما هم. له 


نهاية المتتابعة و 


ا ١‏ 1 
0 د -- 
تيف ححا صعر هو 


لكل عدد حقيقى موجب 3 
يوجد عدد طبيعى ن 


بحيث أن 


له كن |2 صفر] < ء 


؟ ب" الي مل الم 0 
أن نجد ن بحيث أن | ل صفر | ح< ذلة له > د ن . إذا اخترنا ن > 4 » فإنه لكل عدد له أكبر 
١ 7 1‏ 

من أو يساوى * يكون | ل - صفر | < : . اننا نقول أن الحد التاسع وجميع الحدود التى تليه 
تكون أقرب آلى الصفر من 1 : 


١١١ > ن‎ 


؟ -78 : أى ن يمكنك اختيارها بحيث أن له >ان .| لل صفر 010 


١١.١ >© ن‎ 


4-5و" : ما هو تعريف ما لش - ١‏ ؟ تأكد من أنك : تشير إلى أن حدود المتتابعة 


هم م بع ب ١‏ 


ا ل اللششكلة ‏ ل ل ل للق 


- 5( 
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١ َ‏ 1 8 2 
17 العاف فحنا ا ان تن أله 


يوجد عدد طبيعى ن 
بحيث أن 
371 
لو لا : 
١ 1‏ 


نهاية المتتابعة و ير 0 ا 
جوار ييحتوى جميع عناصر المتتابعة فيما عدا عدد محدود منها 


اه 
ا 


1 لها مذ لفة فالا .* 
« لها 16 07 ايا 


١ 
0 


له > نا | 


0 


له - ١‏ 0 هذه و 


نباية المتتايعة 1:١‏ 


وعم هرق كيجا أده عفر اننا شق أن 


2ن ال صفر] <جدء 


؟ - #4 : أكتب قائمة بعناصر المتتابعة ( - ل )* 


١ ١‏ له 
2 ا ا 02 4 


9! - 56" : نباية المتتابعة اللانهائية ( ؟ ‏ ( - لط )*) تساوى 7 . وحين تمئل هذه المتتابعة بيانيا 
فإن عناصر مدى المتتابعة تكون أكبر وأصغر من ؟ على التبادل » ولككن كل حد يكون أقرب إلى ” 
من الحد الذى يسبقه . فى أى جوار للعدد. ؟:-.يوجد عدد لا نهالى من حدود المتتابعة » وكل جوار 
للعدد ؟ يحوى جميع عناصر المتتابعة.فيما عدا عدد محدود منها . أكتب قائمة بعناصر المتتابعة 
(7-(-2"). 


اله 
ا ٠ 35 0 ١‏ 
1 ع ؟؟ 5 5 0 
حت 
له - ١‏ بع ” .بو- م له - ع إل.- ا 


0 
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0م : تعرف + دل - م بان 
عرد يي2 10 > )2 ١‏ بانه 
لكل عدد حقيقى موجب ©» 


بحيث أن 
110 آ رده 
لهع نا » 5220-7 12 ]رج 


؟ -8” : أكتب قائمة بعناصر المتتابعة ( + خ)*) 


لالط ستاك سلا 00075 المسشظشت عد صسكة - " 
يل له ١‏ 


-84” : مثل بيانيا الحدود الستة الأولى من حدود المنتابعة:(:, + 2-١‏ )*) على خط الأعداد 
التالى : 


الرسم البيافى ممائل للرسم الموجود فى ” - 0" فيما عدا أن نقطة المركر تكون عند ؟ . 
اه 5 ارنه ١‏ 
2 اماعي اح ومن رك 0 
5 ار 
محا ا 06 1 
* - 480 : أكتب قائمة بعناصر المتابعة (  «‏ (2)**) . 


5 له 
5ك 2 ...ل تليحك. . 


6 
5 فض ماله 


0 له‎ ١ ١ 
ار نر ترك تت رق عد‎ 
51 ١0 ١ 51 


نباي المتتابعة ْ 1 


؟! - 49 : ما هى نهاية ( ٠‏ (1)* ) عندما تتزايد له بلا حد ؟ 


45-9 : ماهو تعريف هاا (8 - ()*) - م ؟ 
تعرف مهيبا( 8 - ()*) - 8 بأنها تعنى أن 


لكل عدد حقيقى موجب 6 
يوجد عدد طبيعى ن 


بحيث أنْ 


سكن - |(؟- *)-؟]<ء 


44-5 : ما هى أصغر قيمة يمكنك أعطاءها للعدد ن لضمان أن جميع حدود (  *‏ (1)" ) بعد 
الحد رقم ن ستكون أقرب إلى “* من 1..," ؟ ارشاد : ١+‏ - 1.514, ]5 ج 15(ه. 


ن - ٠١‏ . لأن له > الك يشي ل ا 


*؟ - شغ : عرف التقرير « ل تكون نباية المتتابعة اللانبائية ( حر ) حين تزداد له بلا حد » 


تعريف " --" : 
يعرف التعبير :بويا ح. - ل بأنه يعنى أن 


لكل عدد حقيقى موجب © 
يوجد عدد طبيعى ن 
بحيث أن 
2ك مه | ع -ل!<ء 


الباب الثالث 


الاتصال 


ينا فى الباب الأول أنه عند دراسة الاتصال فإننا نهم بما إذا كانت الدالة ترسم النقط القريبة من 
بعضها البعض ف المحال إلى نقط قريبة من بعضها البعض ف المدى . إننا نقول أن الدالة د متصلة عند 
نقطة ح فى مجالما إذا وفقط إذا كان 
لكل جوار للنقطة د ( ح ) نصف قطره © 
يوجد جوار للنقطة ح نصف قطره 6. 
بحيث أن 
الكل نقطة س فى مجال د ' ٠‏ 
اذا كانت س فى جوار للنقطة ح نضف قطره ة » فإن د ( س ) تكون فى جوار للنقطة د(س) 
نصف قطره ع . 
يوضح شكل 7 - ١‏ هذا التعريف . الذى يوحى لنفس لعبة المهاجم والمدافع التى لعبناها فى 
الباب الثانى . يطلب المهاجم قربا قدره ع من القيمة د ( ح ) » ويجيب المدافع بعدد 8 بحيث ترسم 
جميع نقط مجال د الواقعة فى جوار للنقطة: ح نصف قطره ة إلى الجوار المعطى للقيمة د ( ح ) الذى 
نصف قطره 6 . 


إذا امكن ايجاد 68 فإن المدافع يكسب ., وتكون الدالة متصلة عند ح . 


جوار للنقطه د (ح) نصف قطره © 
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سنستخدم الاصطلاح « جوار » لمجموعة » تسمى أيضا فترة مفتوحة أو كرة مفتوحة أو قرصا 
مفتوحا » ونحن نفضل الاصطلاح ١‏ جوار » » لأنه يحمل ضمنا المعنى الحدمى لمفهوم القرب . 
فحين يعيش شخص بالقرب منا » نقول أنه يعيش فى جوارنا . إذا كانت س نقطة بعدها عن سب أقل 
من 8 فسنقول أن س تنتمى لجوار للنقطة بس نصف قطره 8 . فإذا كانت المسافة من س إلى ب أقل 
من ” مثلا » فستقول أن س تنتمى لجوار للنقطة بس نصف قطره 7 ونرمز لهذا بالرمز 


س ودعج, (رس). 
26 - إس|5ٌ < س < 5! 
١ 1 0‏ ؟" 
سمت ب سسسب سب بويج سر 76 :١ك‏ 
0 5 إلى 0 ٠ ١‏ 
له 
ع7 - إس] <١‏ س < مإ 
1 0 5 إن 0 ١‏ ل 
ف 
7 ل , 
ع0 اماع << وز 
ه 6 #2 7 ٠ ١‏ 
١ح‏ 
شكل ”*- ؟ 


اك 2 


ج26 
شكل ”- م 
شكل ” - ؟ يبين فكة من الجوارات للنقطة ١‏ » وهى عبارة عن فترات مفتوحة على خمط الأعداد 
الحقيقية ا ل الل ل 
الحقيقية الواقعة بين 2 2 : تكسي فته البارة رمريا عل التوارة : 


0 (س|ع<س<) 
5 


وتقرأ « جوار النقطة ” الذى نصف قطره نصف هو مجموعة جميع النقط س بحيث تكون س 
ك2 ه ذا كانه 4 ا ١‏ 
أكبر من + وأقل من ج » . إذا كانت س تنتمى إلى جن (5) » فإن|س - ؟ | < + . 
31 


الاتصسال 7و1 


فى شكل * - ١‏ سء الجوار ج, (؟) هو المجموعة [ س|1< س < 7 ] » أى مجموعة كل 
فى شكل * - ١‏ حء الجوار حم )١(‏ هو المجموعة [ س | ل < س < 7 |» 
7 


١ 


سس اح كاهو حه إس - 1< 2 . 


على خمط الأعداد الحقيقية يكون ج, (ب) جوار النقطة ب الذى نصف قطره 8 ( شكل * - 
* ) . والجزء المظلل من خط الأعداد الحقيقية بين ب ق » ب + ق هو جوار النقطة ب الذى 
نصف قطره 8 . النقطتان ب 8.. ب + 8 لليستا عناصر فى الجوار , (ب) . 


(م) درس إن ة<س< ب +ة)] 


١ - *‏ : مثل بيانيا جم (6) 
8 


# - ”# : عبر رمزيا عن الجوار الممثل بيانيا فى الشكل التالى : 
الملهم ْ 
0 ؛ مبوام مدهم؟ 2 : 


م١‎ 


- 4 : عير رمزيا عن الجوار الممثل بيانيا فى الشكل التالى : 
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8# - ه : عبر رمزيا عن الجوار الممثل بيانيا فى الشكل التالى : 


نانك د١0‏ د( -» 


جد( 1)) 


”م - © : تكون الدالة د متصلة عند نقطة ح فى مجالها إذا وفقط إذا كان 
لكل جوار للقيمة د (ح) نصف قطره ع 
يوجد جوار للنقطة ح نصف قطره 8 
بحيث أن 
لكل نقطة س فى مجال د 
إذا كانت س فى جوار للنقطة ح نصف قطره ة فإن د (س) تكون فى جوار للقيمة د (ح) 
نصف قطره © . 


س و ج,(ح) © د (ص) 3 ج, (د(س)) 


* - 7 : أعد كتابة التعريف الخاص بالعبارة « تكون د متصلة عند نقطة س فى مجال د ) باستخدام 
رمز القيمة المطلقة للدلالة على البعد . 

لاحظ أن.] س ‏ ب | < 8 تكاقء س 3ت ج, (ب) . وبالمثل » | د (س) - د (ب) | < > 
تكافء د (ص) 3 ج,(د(ب)). 


تمريف ١١"‏ 
تكون الدالة د متصلة عند نقطة ب فى مجاها إذا وفقط إذا كان 
٠ -‏ لكل عدد. حقيقى موب ع 
0 يوجد عدد حقيقى موجب ة 
يحيث أن 
لكل س فى مجال د 

5" | نات :]<< 8 عم أ|ددص) -دسضم|<» 
وسيكون هذا هو تعريفنا للاتصال عند نقطة فى محال الدالة . 


الاتصال 48 
كفزون لاج ظبلة ممتتوف "كن ملالا عرية تل تشررات كاسية دون أن سوق ,هذا العشاء مدل 


قرصا ثناق البعد يمكننا أن نستحدث عليه تحويلات متصلة عن طريق الاجهاد أو الشد . فإذا سمنا 
منحنى على غشاء الطبلة ثم شوهنا الرسم بشد الغشاء فإن التحويل الناتج سيكون متصلا . 


ج, درت 


شكل 4-8 


يوضح شكل 8 - 4 تحويلا ناشئا عن شد غشاء الطبلة إلى ابمين . المنحنى ى, هو مجال 
التحويل » والمنحنى ى, هو مدى التحويل . فى التحويلات الناشئة ببذه الطريقة على قرصنا » يوجد 
لكل جوار للقيمة“د إس) ف المدى جوار للنقطة ب ف المجال بحيث أن كل نقطة فى لمجال قريبة من ب 
ترسم إلى نقطة فى الجوار المعطى.: للقيمة د إس) . فى التحويل المعطى أعلاه » النقطة د (ب) هى صورة 
النقطة ب وكل نقطة فى الجوار ج: (س) ترسم إلى نقطة ما قريبة فى حدود ع من د (س) . 


والنقطة س تنتمى للجوار ج: (س) إذا كانت المسافة بين س » ب أقل من 8 . 


شكل “اه 
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فى التحويل التالى.المصور على غشاء الطبلة ( شكل ” - ه ) » ليس صحيحا أن كل نقطة من 
نقط المجال التى على بعد فى حدود يمن س ترسم إلى نقطة تنتمى للجوار ج, ( د (ب) ) . أى أنه 
توجد نقطة ح من نقط امجال قربية من س فى حدود 3, ولا ترسم إلى نقطة قريبة فى حدود © من 
د (ب) ف المدى . 


ومع ذلك » توجد 8 بحيث أن كل نقطة من نقط المجال قريبة فى حدود 8 من ب ترسم إلى نقطة 
قريبة فى حدود 6 من د (س) . ويعبز عن هذا رمزيا على الصورة : 


س 2 ج, (ب) > د رس) 5 ج, ( د رت))2 


وهو مايعنى ببساطة أنه إذا كان البعد يين س ». ب أقل من 3 , فإن البعد بين د (س) » د (ب) 
يكون أقل من ع . وحيث أنه من الممكن إيجاد جور ما للنقطة ب نصف قطره 8 لكل جوار للنقطة 
دإب) نصف قطره ع » فإننا نستنتج أن الدالة متصلة عند ب . 

* -8 : لتكن د : ح سه .ح هى الدالة [ (س , ص) | ص - 7 س + 21١‏ سق بخ . 


فرض أن التحدى الذى يواجهنا هو ايجاد 8 تحقق التقرير 
١‏ ؟]<ةقةح إرء+س+ 2ن | < 1 


إذا كانت د متصلة: عند النقطة ” فإنه يوجد ق كهذه . ولايجاد قيمة مضبوطة للعدد ة8 سنبداً 
بالتالى |( * اس + ١‏ ) - 7< » ونستعيض عن الطرف الأيمن منه بتعبيرات مختلفة جتى نحصل 
على شىء ممائل للمتقدم » | س ‏ © | < 8 . سنسمى هذه العملية استكشافا » وذلك لأسباب 


١ 
2<|7-4غ1١+ :ارعس‎ 


بت :| * س-5]|ج 


له ماه 


بج 7 5-02 


ل اك 


والآن إذا اخترنا 8 - ل » فإن التقرير (5) يكون مطابقا للمتقدم | س ‏ ]| < 8 . وبالتالى 
نستطيع الآن إثبات أنه إذا كان س 3 ج, )١(‏ فإن د (س)3ج, (7) 


53 2 


. الاتصال ١ه‏ 


ص - "طلا س + ١‏ 


> 


البرهان : 
:]س- ؟|<ك 


؟|س- ؟١]|<ج‏ 


تت 


١ 
ع*س-6ة|ا<ج‎ |: 


51م هها 


]س+0)-7|إ<دخ 


لقد بينا أنه إذا كانت س على بعد فى حدود ل من ١‏ » فإن * س + ١‏ تكون على بعد فى حدود 
ل من 7 . أوجد قيمة للعدد 8 تحقق التقرير 
سن .]| ة إرعس+0)-١‏ |< 2 


وح ريس ريه ريه الور كر التي بكي اللا ها 1 ا ل [ْ 
](* س +  )١‏ "| < ك1 والتعديل فيه حتى الحصول على تقرير مشابه للمتقدم 


[|س- ؟|<ة. 


استكناف : 
(: |( س+١)-»]|<2‏ 


2<|]|]  سكإ|:ب‎ 


١ه‏ النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


وعلى ذلك » فلو فرضنا أن'ة هى أى عدد حقيقى موجب أقل من أو يساوى ل ٠‏ فإنه يمكننا 
اثبات أن 


إس-؟| < ةس | +15 + ]2ك 


* - 4 : ماهى قيم 8 التى تحقق التقرير 


اب-ذا<دوةةإرعءسعن ١‏ |<ن.,.؟ 


م < 9" ل 


استكشاف : 
ا ا 
ا ل 
ح:باءعإس - .,.١<|١‏ 
فنإ|س- <]|١‏ علايرء 
لاحظ أن الخطوة ( ح ) لا تؤدى إلى الخطوة () لأن 97. .,. > لذن . ومع ذلك . فإن 


©) تؤدى إلى ( ح ) بالفعل » وهذا هو المهم فى إثبات أن 
| ارت | داكي سه | ءاس بع دو .؛ 


البرهمان : 
[س ١‏ |]|<سما., 


:ع|[سص- ؟|<٠.,‏ 


اس ا ا 


ف 1 ا 


نز ا د ك 17| ني اده 


وبهذا نرى أنه كان يمكننا اختيار أى عدد أقل من بن كدي إن تورك مرفي أر 
ا رمأو قحيوي و٠‏ هى بعض من العدد اللانهانى من القمم التى يمكن أن تأخذها ق . 
ومن الهم إدراك أنا نبحث فى الاستكشاف عن خطوة تالية سوف تؤدى إلى الخطوة السابق كتايتيا 
فعلا . وهناك عادة عدد لاعبا من الامكانات للكزوة التالية » ولكن واحدة أو إثنتين منها الحسن 
الحظ أكثر وضوحا من بقيتها . 


الاتصال إن 


إذا كانت ( ح ) هى 5 | س - ؟ | < 0,01 فإن 
]ارات ا ادا 

تكون مقبؤلة ؛ وكذلك أيضا 

ى:|أس -١؟|]<.ا‏ 

ولكن التقرير (5) الذى يبدو طبيعيا أكثر من غيره هو 
ى: أس- ؟|<95..ى,. 


من المهم أن ى م ح ء ولكن ليس من الضزورى أن ح م 5 . 


٠١ - *‏ : أثبت أن الدالة ((س » ص) | ص - ” س.+ ١‏ » س 3 ح ] متصلة عند النقطة " 
من مجاها . 

إن هذا هو أول برهان يطلب منك كتابته » ولذا فعليك أخذ هذا الاطار بمنتهى الجدية . يجب 
عليك مراجعة التعريف الموجود فى الاطار “ - ١‏ وكتابة استكشاف قبل محاولة البرهان . ومن 
فضلك اعتبر أن هذا الاطار تحديا أكثر منه عائقا مستحيلا . 


يجب أن نثبت أن 
لكل عدد حقيقى موجب 6 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل س ف مجال ((س» ” س + ])١‏ 
|إس-م|<ةه إرلمس+)-١٠|<»‏ 


استكشاف : 
: | ر٠س+١) <|٠١‏ ٍ 
ب :اءس 4|< 6 
ل 
هذا التقرير الأخير هو ببساطة المتقدم 
| س- ؟|< قإذا كانت 8 - ع 
إثبات أن الدالة | (س » ص) | ص - 7 س + ١‏ » س ‏ ح ؛ متصلة عند النقطة ٠‏ فى مجالها : 
١الأىء‏ معطاة » إختر 8 - ي . 
؟ : إذا كان | س ‏ " | < 8 فإن 


* :]اس ؟|<:2 


3 النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


:اس 9]< ع 
ه:|ل؟س+ |١٠١١)‏ <ء 
وبذلك : 
كناس _؟]<ةء |امس+ن)-١٠|ا<ء‏ 


ا زأثبت أن د > ((س » ص) | ص >5 س + ١‏ » س 3 ح | تكون متصلة عند ١‏ . 


اللسشسسم لساسصمهدا 


يا 4 5 5 
: يجب أن نثبت ان 


لكل عدد حقيقى موجب ع8 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل س فى مجال + (س 2" س + ))١‏ 
ا|أس-١|ا<ةه‏ إرءس+١)‏ ؛|<ه» 


اسستكشاف : 
01 ا واس واد ف اه 
ت:|اءع'س ؟|<ء» 


ناس ١إدةٌ ‏ 


البرهمان : 

: لأى » معطاة اختر 2-8 

: إذا كان اس <|١‏ 8 فإن 
3 

: *إس.: <]١‏ ع 


ا ا 


حما) محمد »د جه 2© ا الى 


| لس 3 بم عدم 
وبذلك 


يح | قات | ومايوضد عب | 


> 


طبقا لتعريف ١  “‏ يكون هذا برهانا على أن هذه الدالة متصلة عند النقطة ١‏ فى مجلا . 


الاتصال ١‏ هه 


؟ ؟١‏ : أثبت أن د > [.( س » ص ) |ص - اس" ”اس ل 4 » س ودح ) 
تكون متصلة عند 7 . من المهم أن تتذكر دائما أن الاستكشاف ليس برهانا وانما بحث عن نقطة 
بداية للبرهان . إذا كانت لدينا خطوة فى الاستكشاف : 


ح:|س|إس *|< ع 


فإن الخطوة التالية يمكن أن تكون أى تقرير يمكنه أن يؤدى الى أن | س | | س ‏ ”| < © 3 
وإذا قيدنا قم س لتلكِ التى تنتمى إلى جوار نصف قطره ١‏ للنقطة * » س 3 ج, (3) + فإن ' 


؟ <'س < 4 ء | س | < 4 . وبالتالى ينتج أن : 


و::إ|اس 8 |<ع 
يؤدى إلى ح) . وكذلك ستفعل 
ونه]|س ؟|<» 


لكل عدد حقيقى موجب ِ 
يوجد عدد حقيقى موجب< 8 
بحيث أن ش 
لكل س فى مجال د 
اموا ة إرس'. 96ل ٠6س‏ -4)-(4م]< » 


استكشاف.: 
! نارس' راس -:؛)-(4)| < » 
نت :| عن" نان :| < 6 
ع:|س|إى_-عا<دء 
: 4 ]| س - "  <|‏ إذا كان س 3 ج, 5) 
ه :]اس ؟]< 2 
فى الخطوة (ع) نستطيع التعويض بالقيمة 4 بدلا من | س | لأنه إذا كان س ت ج, (7) » فإن 
| س | لن تكون أبدا أكبر من 4 . ويجب أن نعوض بأكبر قيمة ممكنه للعدد | س | لأننا نريد من (6) 
أن تؤدى إلى (ح) فى البرهان . 


1 النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


البرهان : 
١‏ : لأى » معطاة » اختر 6 مساوية للأصغر من ؟ » ١‏ ؛ . أى اخترة - أصغر | 5 ؛ ١‏ ) » أى 
أن 8 تساوى أصغر العددين ع » ١‏ . 
؟: إذا كان رس | < ففإن 
":إس-؟|<يىيءإ|س _م]|<١‏ 
18 أنن نت 6 احتهو اهم ا سل جا د 
ات |:< 8< سن: :1 
:4 إ[س- ؟|<.ءء |س|<؛ 
آى]|إن بت ؟]|اء 
نظرا لأن > تنص على أن | س | < 4 » قإن 4 | س "| < » يؤدى إلى | س || س 8 | <, 
:اس" _ء_س|< » 
نانت 1# )بداو )| 5ه 
إذن 
٠‏ :إس- ؟|]|<ةم ]س' *_س _-؛) (؛)|<ء» 
تبين الخطوات من ١‏ إلى ٠١‏ أنه 
لكل عدد حقيقى موجب © 
يجارد حرق عوجي وات لبش وقا :| 
بحيث أن 
لكل س ف مجال | سس" -” سل 4 )] 
إس -؟|< ةق رس" -*س :؛) (4؛)| < ع 


وهو التقرير الذى يعنى أن إ( سس" -” س ‏ 4 ) ).متصلة عند # . 


© عى اه 


* - 1 : أثبت أن د > إ( س » ص ) | ص - س" ‏ *# س - 4 » س 3 ح.] متصلة عند 
١‏ 
يجب. أن نبين أنه 
لكل عدد حقيقى موجب ع 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن ا 
لكل س فى يجال د 


الاتصال 0- 


رركا اندض ازماتيم يود مم لوه 
استكشاف : 
7 ب دن | < ع 
|نس ادن 1 
عا اا امن 
8 ]| من | :د 6 إذا كانت 6 + 
ه:|اس ؟|<ء 
فى الخطوة (ء) عوضنا بالقيمة ” بدلا من | س  ١‏ | لأن | س  ١‏ | لن تكون أبدا أكبر من 


؟ إذا كانت س تنتمى لجوار نصف قطره ١‏ للنقطة ” . وبعبارة أخرى نقول أنه إذا كانت 
١‏ < س < ” » فإن صفر < س ل <١‏ 7 , 


1 4 ا ١|‏ صفر 
: 1ش ا00 ش 
اس 


سا يكم 


إننا لا نصر على أن (ح) تؤدى إلى (م) ولكن على أن (ع) لابد وأن تؤدى إلى (ح) . وإذا كان 
المقدار « الكبير » ؟ | س ‏ ؟ | أصغر من . فإن المقدار.ه الصغير » | س  ١‏ || اس * | 
يكون أصغر من ©. 


البرهان : 


اه 


: فى مقابل » معطاة اختر 8 مساوية لأصغر العددين كي » ١‏ » أى 8 - أصغر | ع .)١‏ 
: إذا كان | س ‏ ؟ | < ق فإن 

.1١< |١_ساءّي<|؟‎ - :أس‎ 

]سه ولاج اسن بو 


ضعت ؟ اجو :صفر حبنت وا 


بح > احم © ا هم 


لاضع احنعو ان يا ؟ 
نظرا لأن (7) تقر أن | س  ١‏ | < ؟ » فإننا نستطيع التعويض بالمقدار | س  ١‏ | بدلا من 
١‏ فى ؟ |[س  |١‏ < »عء لأن التعريض سيجعل الطرف الأيمن من المتباينة أكثر صغرا . 


مه النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


اقلت | سد | 6 
م:إس' مس +؟| <ه 
ارس" *_س-4)- 0257| < » 


.إذن 


:إس - ؟]<ة »ارس -+*س-4)- 05|<: 


١4 - #"‏ : إذا أعطيت © مساوية للمقدار .,.١‏ » فأى قيمة للعدد 8 يمكنك أن تختار لضمان 
. تحقق الشروط الواردة فى « - ١‏ ؟ 
امي ونا الأو لنت قور الابظ أن 
ايب | فوعرء و أدض)»-د(١م|‏ حادرء. 
اختار : لتكن سن - 3,605 . عندئد | 204.,؟ 95|]< قتترتء) 
1 بترم 4 ]سا كم | > كحلقييرر < لين 


١ © - 8"‏ : أثبت أن إ(س » ص) | ص اس" س. ١5‏ » س 3ت ح] متصلة عند ه 
يجب أن نبين أنه 
لكل عدد حقيقى موجب © 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل س فى مجال | (س » س" اس ل )١١‏ ]) 
اث :ة | وك اضاك عست يدك ده 
لتوفير الوقت » سنستغنى عن الاستكشاف ونعطى البرهان مباشرة . ويستطيع الطالب اكتشاف 
استكشافنا بمتابعة خطوات البرهان بترتيب عكسى . 
البرهان : 
: لكل » اختر ة - أصغر | ع » 2.١‏ أى مساؤية لأصغر العددين حم ؛ ١‏ 
: اذا كان | س ‏ ه | < 8 فإن 


:اس دوادكثء|اس وا ١<‏ 


7-06 سر هنا 


١+ه<‎ س<ا١‎  هء.ءه<|ه إ|س‎ ٠١: 


تعراس ه|<ءعءع+م <س+ ؛ ١٠١<‏ 


كام ضر جيه لوي ان ع ]حت 


م 


الاتصال 4ه 


بوضع | س + 4 | بدلا من ٠١‏ فى ١٠س‏ و | < », نحصل على 
لاض | اموه اعدداء ْ 
]سس دس ا ]| 3 
15 ]ون دست الج ]ده 

إذند 2 


]بن حساة 91ت | زات ميت الاك ا د 


* - 15 : أثبت أن | (س » ص) | ص - س" + م س + /اء س ات ح ) متصلة عند- ٠‏ 
يجب أن نثبت أنه 
لكل عدد حقيقى موجب 6 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل س فى مجال.[ (س » س" + م س + 7) ) 
اس <</ع | < ة © |رس' + س +  )/‏ صفر| <.ء 
باستكشاف مشابه للبرهان التالى بترتيب عكسى » وجدنا أنه لو اخترنا 8 مساوية لأصغر 
العددين ج » ١ء‏ فإن التقرير المذكور أعلاه يكون صحيحا . 
البرهان : 
١‏ :لكل ء»ء اختر - أصغررعٌ؛١|).‏ 
: اذا كان | س ‏ (() | < 8 فإن 
تأاس- دى | ياس ضم | ١<‏ 
:أس+؟]|< 0.8 ١احس< ١+"‏ 


ارس + د ع» لا < س + <١‏ داه 


مح »> اسم ا 3 


لم 


: لاؤس + "7 |< ءء|س + <|١‏ “و 


0 النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


1 لوصح يسحت 2 


.السو لعو لم الع اله الع البو سدم 


إذا عوضنا بالمقدار | س + ١‏ | بدلا من / فى 7 | س + | < غ , نحصل على 
7ا:|س+ ١||س‏ +“ | <» 
4:إ(س+مس +/) صفر| < »© 
4 : إذن » فقد أثبتنا أنه لكل » » إذا اخترنا 6 - أصغر | جح ١١‏ ]ء فإن 

أس-(")|< و إرس'+مس+) صفر]< ع 

وهذا برهان على أن | (س » ص) | ص - س" + 8 س +7 » س 3 ح ]' متصلة عند 7 . 


- لاؤ : أى قيمة للعدد 8 يمكنك اختيارها لبيان أن 


ف 


[إسدجيى|<وع إرس'+دس+)_صفرا< لك 


لك بعزدا 
ب حي طق ص 
قد تبدو بعض الاستكشافات غامضة أو مخادعة للقارىء الذى يكتشفها لأول مرة . تذكر دائما 

أن الاستكشاف يبدأ بالمتباينة | د (س) ‏ د (ح) | <اع ؛ وبالتعويض بأى قيمة أو صيغة تجعل 

الطرف الأيمن من المتباينة أكبر من أو يساوئ: قيمتها فى الخطوة السابقة » نصل فى النهاية إلى المتباينة 

|س ‏ ح|< ق . تذكر : خطوات الاستكشاف هى خطوات البرهان بالترتيب العكسى . 
البرهان يكون دائما برهانا شرطيا يقرر أنه إذا كان | س ‏ ح | < ة 


فإن |د (س) ‏ هد (حم | < ع 


500 "لمن نت 
18-9 : أثبت أن د | (س ء ص) | ص - مد أ تحط , س 3 بج اس +3 
س +4 ” ] متصلة عند ”3 . 


يجب أن نبين أنه 
لكل عدد حقيقى موجب 6 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 


١ الاتصال‎ 


بحيث أن 
لكل س فى مجال د 
الس حت 
ا ا كا .فده فصت كرد ح<. ع 
قن 4 زع 
لقيمة معطاة للعدد ‏ » يمكننا ايجاد 8 بالاستكشاف التالى : 
استكشاف 
0 
م ]ات َه ا 
اي لج 1 : 
0 ادال 1د سهد كر د 011 0 
(س + 5)(س -5) اه . 0 
ووانمدة تمعد ام 
ه(رس+ ") 
الصف 7 
فن 72 


1 0506ظ 
سكا جه » إذا كان س 3 ج, زفة 


كما عدم اعد 


من الخطوة (ه) . إذا قيدنا 8 بقيمة قصوى مقدارها ١‏ [ مما يجعل س 2 ج, (") ] » فإن 
؟ < س < 4. 4 < س + 5 <5.ء وبذا فإن | س + ١‏ ]| < ؛ . إذن » فالخطوة (ه) » 


إس- ؟ ا < هة »٠‏ تؤدى إلى الخطوة () » ا|س- "| < 25 ء ويصبح الاستكشاف 0 
بالترتيب العكسى برهانا . ا 


البرهان : 
١‏ : لقيمة » معطاة» اختر 8 - أصغر | ٠ه .]١46‏ 


: إذا كان | س ‏ 3 | < 5 »ء فإن 


- 0 


وده الدع ا 


١+ #< س‎ <١ د <ء2)+‎ ١ 


5 النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


م.اس "ا 


الك تت ان و 1< + < »* 
(6 (5) 4 : 


3 ا ا ا ل 1 11 +ع | > 
0 لاس وراني1| 

وما أن | س + 5 ].> + » فإنه يمكنا التعويض بها بدلا من 4 فى أعي أ < ءء إذ أن 
50-7 1 . اسح ١‏ 
ا ل شه 

لك شط ل سن 


هرس + "؟") 5-5 


اسان ادص لا تصحيوان 


5 
ارس + 5)(س- ) ] 7 


ا 
ماو صمح دي | 


إذن » لكل » وجدنا'ق > أصغر | ]١ ١# 7١‏ بحيث أن 
'" +اس ل »ع 
ابم اوت | سمتمكة ب ] + 


31 


وهذا هو كل المطلوب من الدالة لتكون متصلة عند النقطة " . 


8# - 14 : إذا أعطينا © - 1.., فأى قيمة للعدد ة ستضمن أنه اذا كانت س دج, (5) 


» فإن د (س): ج, (2) وذلك للدالة فى الإطار * - 18 ؟ 


1 <كدء 


5206 
5 س5 ل 
س وح ٠١|‏ 


الاتصال 31 


1 
-2 
00 


379 5 
فك ) ”ات 
605 


س" + س ل * 
بن "تع 


س + ->» ]| متصلة عند النقطة-ه,؟ فى مجالها . 


3١ - '"*‏ : أثبت أن د 2 [(س » ص) |[و ص - ٠س‏ ودح س * 25 


يجب أن نبين .أنه 
لكل عدد حقيقى موجب ع 
يوجد عدد حقيقى موجب.ة 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 


لاس داه 
[إس ( 8<|)5,0 م عمد ددم دع 
سس داع 


54 البايات و الاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


.اال )رس ح 1 ب 
(س + 5)(س- )١‏ 


0 + 
ا ما 0 
شس + » 


ده 

. < © 
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00 إذا'نظرنا إلى الرسم البيانى للدالة (إطار )7٠١ - ٠‏ » سنلاحظ أن الدالة غير محدودة فى أى جوار 
.. 00 للنقطة -؟ . من الضرورى أن لا تكون -5 فى أى جوار قد نختاره للنقطة - 0,؟ محققا لقيد متعلق 
72 بالعدد » . يجب أن نقصر قبم س على جوار ما للنقطة - 5,؟ لايحتوى -؟ وتكون فيه د محدودة . 
' أى نصف قطر أصغر من 2 سيفى بالغرض وعنا تتتسر عل تند ع (د0 7 وذللك حت 


نطمين إلى أننا فى أمان . 3 
إذا كانت س و ج, (-5,5) » فإن 
03 
00-6 1 
1 0 
١ 2‏ 
ل ا 
|س 2>|١+‏ 
إذن » فأحد اختيارات (ه) هو 
دلت كا < ع 
5 


لقد كان بإمكاننا أن نقتصر على س 3 ج,,, (- 5,؟) . عندئذ 
١ 3‏ لا 5,# <اس <- 4,” 
٠‏ اب اوه الج لو ا ب ا 
]أس:+ ؟|>ارىء 
عندئذ ستكون (ه) 


ى.ائد+سا١‎ 
2 


ه.: 


الاتصال 16 


و:ن اس( هى,؟)| <اى,.ء 
ز:اختر 8 > أصغر [ 6٠0,7‏ ال ]0 
وبعبارة أخرى , ؟ يمكننا أن نقيد س بأن تكون موجودة فى أى جوار للنقطة -0,؟ نصف قطره 
أصغر من ل . ستكمل الاستكشاف والبرهان بالاقتصار على س 3 ج, (- ©5,5؟) . 
٠ . ١‏ 


ولاس فنا 
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ز: اسه 5,0)|<؟ 
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* : إذا كان رس ( ه,؟)| <رة » فإن 
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إذا عوضنا باللقدار | س + ؟ | يدلا من + فى [؟ مع | < , نمصل على 


3 


© الشعك 
س + » 


|<ء 
8: ا 
ب 


بىو.|د(س 7 ") (س ‏ ) 5 
: 2 شح د | < اس ؟ +صفر (لأناس + )2 


دسح 

و مكح ومن ]| <-» 
سس لك 

إذن » د متصلة عند -ه,؟ 


“3# 378 : إذا اعطينا © > .,..١‏ فى ” - 3١‏ » فأى قيمة للعدد. 8 ستضمن لنا أنه إذا كانت 
ساو ج, 2 5,56) » فإن د (س) دج 2 )١‏ ؟ 
و <وللييير. . لاحظ أنه عند ” ف المجال يمكن أن تكون 8 عشرين ضعفا للعدد » بينا 
عند - ذ,؟ ف المجال يمكن أن تكون 8 الثمن فقط من مقدار » . 
انظر إلى الرسم البيانى للدالة 


: | 7+ سلا 
د [إ(سءص)|ص- ممح ون وحء س م 53 


5 


بالقرب من النقطة " (شكل “ -5) . ان استكشافنا فى ١8 - ٠‏ ينبثنا بأن قيمة مثل 8 -. ٠ع‏ 
ستضمن أن | د (س) ‏ د 0(”) | <64.ءإذا كانت © > ل » فإن ة يمكن أن تكون ٠‏ . وإذا 
' .كانت م - ل ء فإن ة <ج . 


إن 

8 68 ("”.عسم) 

14 مم ا و ل 
- 0 0 : هِ : 


الاتصيال 7" 


من الرسم البيانى للدالة بالقرب من - و شكل + 7 مد أن القيد على 8 لقيمة © 0 
معطاة يكون أكثر تشددا إلى حد بعيد . فحتى مع قيمة كبيرة © > ل » تكون القيمة انختارة للعدد 0 

ل فقط . ومع ذلك » فإذا كانت اس ( ه,؟) ||< 25 فإن 
8 هى ىم ومع د » فإذا كانت | س ل ( ) |! 7 
إدرس) د( هى, ؟)|< ©6. 


“لاس داه 
م 9# : هل الدالة د - ((س ؛ص) | ص ل أ لس وس ودس س #2 37 اس 3# | 
من ب 


3 7 
متصلة عند ”" ؟ 


لا. لأننا عرفنا الاتصال عند نقط المجال فقط ء والنقطة 7 ليست من نقطء نجال د . 


ين : 

53 اويل الوالدك رق ا كن اريت ا ا كن بور ورج اي 7 "2 
0-0 

س *« - ؟ | متصلة عند - ”؟ ؟ 


14 النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


لا . مرة ثانية » - » ليست من نقط مجال د : 


لقد ناقشنا فى الباب الثانى نهايات المتتابعات وأعطينا تعريفا قاد إلى لعبة المهاجم والمدافع . وى 
هذا الباب ناقشنا الاتصال عند نقطة وأعطينا تعريفا يقود إلى نفس اللعبة . وحيث أن المتتابعة ماهى 
إلا دالة يجاها مجموعة الأعداد الطبيعية » فيبدو أنه لو قمنا بتعميم هذا التعريف بالسماح مجال الدالة 
بأن يكون كل الأعداد الحقيقية » فربما يكون بإمكاننا أن نضع تعريفا لنهاية الدالة عند نقطة . أن هذا 
صحيح غالبا » وسوف نضع تعريفا للنهاية يكون مفيدا جدا عند دراسة النقط التى تكون عندها 
. الدالة غير متصلة . 


النبايات 


خلال هذه الدراسة ناقشنا الموضوعات أولا بطريقة حدسية » ثم تقدمنا تدريجيا ببطء إلى مستوى 


الدقة الملاتم لتفهم جلى . وقد استخدمنا مداخل عديدة مختلفة للنبايات والاتضال » لأن هذا هو 50 


الأسلوب الذى تطور به الموضوع تاريخيا . 

فى شكل 4 - ١‏ رسمنا منحنى الدالة [( س ؛ ص ) | ص اس اس ] . 

ولكى ندرس سلوكها قرب النقطة"( ”7 » 9 ) صورنا تكبيرا لجزء المنحنى الواقع فى البرواز امخحدد . 
بالمستقيمات سن :01-2 س :> عاض 2 1٠.‏ اص 24-2 

ولدراسة سلوك هذه الدالة عند نقط أقرب للنقطة  (‏ » 4 ) » فقد قمنا بتكبير الصورة المكبرة . 
ويوضح شكل ؛ - ١‏ أيضا التكبير الثانى » لجزء المنحنى الواقع فى البرواز المحدد بالمستقيمات 
س > ه,؟ ء س ح ه,م وص - 50,م ,ص - 3,76 .:واذا واصلنا عمل عملية التكبير للمنحنئ . 
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حول رأس القطع اللكاقء » فنا ستغفل الكثير من تقط الدالة » زلكن كل برواز سيحوى كل نقط الداة 
المعرفة لنقط جوارما للنقظة ١‏ . وهذا يمائل القول بأن *“س ‏ س" تقترب من القيمة 8 عندما تقترب س 
من القيمة ” » الذى سنعبر عنه رمزيا على الصورة : 
( اس اس" ) سه ؟ عندما س نه م 


ا عي ع وعرضه 857 » 5 هو موضح فى شكل 4 - " . فإن 
القول بأن كل برواز حول ر أس القطع المكافء يحوى جميع نتقط الدالة فى جوار ما للنقطة ” يكافىء القول 
بأن الدالة متصلة عند النقطة © فى مجالها . وفى الحقيقة فإن بعض الكتب تعرف الإتصال عند نقطة على 
هذا النحو فقط . 


تكون الدالة د متصلة عند نقطة س فى مجالها إذا وفقط إذا كان لكل عدد حقيقى موجب ع 
يوجد عدد حقيقى موجب ة بحيث يمكن رسم برواز إرتفاعه 7" وعرضه 7 5 ومركزه النقطة 
(ت .د (س ) ) وبحيث يكون منحنى الدالة فى الفترة ( ب 6 »نس ب 5 ) مجموعة جزثية 
من داخلية البرواز 


فيا بيس ييا لاسي ال لد جا 


ابايات 7 


وهذا النقاش عن البراويز والنبايات قد يبدو غير لازم » حيث أننا قد استخدمنا بالفعل لغة © » 8 
فى تعريف الاتصال والتى تبدو كافية لوصف سلوك الدالة 1س - س" فى أى برواز . ولكن إذا اعتبرنا 
غباية الدالة ! 

: ّْ رك 
واع- ا ل 7ب حو 7 
اموي ا ا 

89 د20 قشة القيمة د ( * ) حيث أن هذه الدالة 
غير معرفة غند النقطة ” . 

:000272555527 
تكون الوسيلة الملائمة لمناقشة سلوك الدالة د حول النقطة ( 0 2" ) . 


احم 
٠.‏ 


هااحج > ىم ه إلىم جاه 


(شكل #4 -#م) 


ويوضح شكل ؛ - 7 منحنى الدالة د مع عدة تكبيرات لنقاط الدالة المجاورة للنقطة( " 52 ) . 
التكبير الأول يقع فى برواز محدد بالمستقيمات س - 5 . س - 4 » ص - ه , ص - 7 . كل 
التكبيرات تبدو من حيث الشكل ممائلة لشكل التكبير السابق وهذا اتمائل متعمد لتبيان أن النقظة التى 
استبعدبت ليس ها عرض . وبعبارة أخرى » مهما كان عدد التكبيرات التى نقوم بها هذه الدالة المعينة » 
فإن|الظنوزة#الناتجة متعبدو ممائلة»© لأن المتطؤظ ليس لما عرض والتقاظط يمنا ليتق الحا بعد . 


ليكن ارتفاع برواز ؟ 8 وطول قاعدته 85 . من الواضح أنه لأى قرب قدره ع من العدد " فى 
المدى يمكن احتيار 8 - 8 كقرب قدره 8 من العدد " فى المجال ؛ واذا كانت س تنتمى لجوار للعدد 
“ نصف قطره 8١‏ ولكن س ”7 ء فإن د ( س ) ستنتمى لجوار للعدد 5 نضف قطره ع 
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وهذا سيكون تعريف أن « الدالة د :متصلة عند النقطة © » إذا كانت 8 تنتمى لمجال الدالة د . 
بإضافة النقطة (7» 5) إلى الدالة د نحصل على دالة جديدة ع - [(سء ص) | ص- س +" ) 


ةَ عند النقطة قن ب 5 من مجاها 5 دا كه جد د( صقف كت هى التى اواحت 


إلينا بالدالة الجديدة ى .حيث أنه إذا كانت س + 7 فإننا نستطيع قسمة كل من البسط والمقام على س _ 
:. لنحصل على أن الكسر يساوى حقيقة س + 7 عند جميع النقط على خط الأعداد الحقيقية فيما عدا عند 


. أوليس من الضرورى أن تنتمى النقطة ( ” » 5 ) للدالة د لكى يكون للدالة د نهاية عند * » ولكن 
من الضرورى أن تكون الدالة الجديدة ى » التى. تحتوى على النقطة ( 7 » ” ) متصلة عند ” . 


' وبعبارة أخرى » إذا أمكنا تحويل الدالة د إلى دالة متصلة عى بإضافة التقطة ( * » * ) فإننا تقول أن 


5 اساحوفده 

سس لس جم بين لد ؟ 
ونستطيع أن ندص على هذا كتعريف للنباية : 
ش يكون العدد الحقيقى ل نهاية د ( س ) عندما تقترب س من س إذا وفقط إذا كان هناك دالة ى 
:تساوى د عند جميع نقط مجال د فيما عدا عدد النقطة ب , والنقطة ( ب , ل ) تنتمى للدالة عم 
والدالة عم متصلة عند النقطة ب . 


3 -_ 


م - > م هن ل > ها مه 


انتبايات رف 


اعتبر الدالة ع .1( س » ص ) | ص ب 5س - س" عندما س < عافن ولاس امل يد 
عندما س > 9 » س عحو"] الموضح فى شكل 4 - 4 رسمها البيانى مع عدة تكبيرات حول النقطة 
09“ 9). 

لاحظ أنه سيبدو أن بعض نقط الدالة ع الواقعة على يسار النقطة ( * » 8 ) ستككون فى كل برواز » 
ولكن نقط ع الواقعة على يمين النقطة:( ” » 4 ) لن تنتمى لأى من البراويز الصغيرة . وليس من 
الصحيح أنه باضافة النقطة ( * » 8 ) الى ع سنحصل على دالة متصلة عند * . ٠‏ 

وهذا فإننا لا نستطيع القول أن 4 هى نهاية ع ( س ) عندما تقترب س من 7 . وسنوضح فيما بعد, 
أنه يمكن القول أن ع ( س ) تقترب من 4 عندما تقترب س من ؟ من اليسار . 


هااح > ع © اله »هج هم 


(شكل ؛ -ه) 


وإذا رسمنا عددا من البراويز حول النقطة ( * . ١١‏ )( شكل 4 - ه ) » فإن كل برواز يحتوى على 
نقط من ع واقعة على يمين النقطة ( ٠١ » ٠‏ ) » ولككن البراويز الصغيرة لا تحتوى على أى من نقط رع , 
الواقعة على يسار النقطة ( ” » ٠١‏ ) . ومرة أخرى لا نستطيع تحويل ع إلى دالة متصلة عند 7 بإضافة 
النقطة ( ” » ٠١‏ ) . ولغذا فإننا لا نستطيع القول أن ٠١‏ هى نهاية ع ( س ) عندما تقترب س من 7 
ولكننا نستطيع القول أن ع ( س ) تقترب من ١١١‏ عندما تقترب س من ” من الهين ٠‏ 

إذا كانت ل نهاية د ( س ) عندما تقترب س من س من اليسار وكانت .ل كذلك نهاية د ( س ) 
عندما تقترب س من س من المين » فإننا نستطيع تعريف دالة جديدة ف تساوى الدالة د عند جميع 
النقط فيما عدا عند النقطة ب و تساوى ل عند النقطة ب . وحيث أن هذه الدالة الجديدة عى متصلة 
عند النقطة ب » فإننا نقول أن هاه (س) > ل ٠‏ ْ 


فى النهايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


ومن الواضح أن نباية الدالة يمكن أن تكون موجودة عند نقط لا تنتمى مجال الدالة » ولكن هذه 
النقط لابد وأن تكون قريبة جدا من امجال ببحيث أن أى جوار لنقظة منها لابد وأن يحتوى على عدد لا نما 
- من نقاط مجال الدالة . 

: ١ 8 تعريف‎ 

يقال أن النقطة ب نقطة ترام مجموعة جزئية س- من الأعداد الحقيقية إذا وفقط إذا كان أى 
جوار للنقطة ب يحتوى على نقطة من سح مختلفة عن ب . 


من الوهلة الاولى ربما يعتقد أن هذا التعريف لا يتطلب أن يحتوى كل جوار للنقطة ب على علدد 
لا نهانى من عناصر سح .ولكن إذا كان جوار ما للنقطة ب يحتوى فقط على عدد نهاق من عناصر سح 
فإن النقطة الأقرب من هذه النقط تكون على مسافة ة من ب . وبالتالى فإن الجوار ج, (س-) لا 
يحتوى على أى عنصر من عناصر سر . ولكن هذا يناقض الفرض أن ب نقطة تراع للفعة س-ء وبالتالى 
فإن أى جوار للنقطة ب لابد وأن يحتوى :على عدد لا نباثى من عناصر سل 


فى شكل 4 - 5 مثلنا بيانيا دالة معرفة على الفترة من صفر إلى ١‏ . لتكن 
د-إر(سءص)|ص ‏ س +اءس و .][١6٠١]‏ 
نقط الترا م مجال الدالة هما النقطتين صفر ء ١‏ » وكل النقط الواقعة بين صفر وواحد . النقطة + 
ليست نقطة ترام مجال الدالة د لأن جوار النقطة 4 الذى نصف قطره ١‏ لا يحتوى على أى نقطة من نقط 
مجال الدالة د . 


النبايات” “7 


تعريف » - 7 : 
يكون العدد الحقيقى ل نهاية د ( س ) عندما تقترب س من نقطة التراكم ب مجال الدالة د إذا 
وفقط إذا كان 
1 لأى عدد حقيقى موجب 3 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 
اذا كان ٠‏ < اس - ب | << فإد|درس)-ل|<ع 
هذا التعريف للنباية يبدو وكانه يشبه إلى حد كبير تعريف إتصال الدالة عند نقطة ما ب » ولكنه 
يختلف عنه فى ثلاثة أماكن : 
١ (‏ ) بيها يكون الاتصال معرفا على مجال الدالة » فإن النهاية تكون معرفة عند نقط تراك مجال الدالة . 
( ؟ ) ف تعريف الاتصال ستسمح المتباينة | س - ب | < 8 للمتغير س أن يأخذ القيمة ب » ولكن 
فى تعريف النهاية إن تسمح المتباينة ٠‏ < | س - ب | < 8 للمتغير س أن يأخذ القيمةآب . 
(* ) فى تعريف الاتصال يكون | د ( س ) - د ( ب ) | < ع » ولكن حيث أن النباية معرفة 
أيضا عند نقط لا تنتمى مجال الدالة فإننا يجب أن نعوض بالعدد ل بدلا من د ( ب ) ف 
إدرس)-د(رت»)| <©6. 


تعريف " - ١‏ ( معاد ): 
تكون الدالة د متصلة عند النقطة ب فى مجالها إذا وفقط إذا كان 
لكل عدد حقيقى موجب ع 
يوجد عدد حقيقى موجب ة 
بحيث أن 
لكل س ف مجال د 
إس-دفب]| < مو إدرس)-درت)| < ه. 


عند مناقشة النهايات سيكون من الضرورى أن نتحدث عن الجوار المثقوب . والجوار المثتقوب 
)١(‏ هو نفس الجوار ج, (؟1) «فيما عدا أَنْ النقطة ١‏ قد استبعدت » كاهو موضح بشكل 4 - ٠١‏ 


موي87 سس سس :77 
7 و ١‏ أو ىا 1 
التقطه ” مستبعدة 


ج,9) د إرس|؟-65<س<5+ ة] ج50(0)- إس|؟-و<س<؟+ 26 س2 ؟| 


( شكل ؛ -7ا) 
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ولا يجوز أن نقول أن الدالة 2 
د-((سءص)]|ص - للج وس صر ]1 


متصلة عند النقطة ؟ » حيث أن هذه الدالة غير معرفة عند النقطة ” . ولكن » فى كل جوار مثقوب 
للنقطة ٠‏ يكون الكسر تمطحعٌ مساويا للمقدار س + + . 

.. وهذا فإننا نستطيع القول آن 

: "حاب (س ‏ ؟7)( س + "5 : 5 
نياك حا ل 0ل لاسا بط ومن دم ع 
اس للم 8 سن 0 سن -.؟ س له ؟ 

حذيث أنه فى تعريف النهاية لا يسمح للمتغير أن يأ القيمة * . 


عوا كول اد مكحا رس ؟ ) > » فإننا نستخدم حقيقة أن س + " تمثل دالة متصلة عند 
التقطة * ارشذان بسار + ؟ ) - ٠‏ + ؟ - ع ؛ وهذا يعنى أنه يمكن ايجاد النباية عندما 


ا 000 . وهذا غالبا ما ينص عليه كتعريف شكلى . 


تكون الدالة د متصلة عند نقطة ب من نقط مجاها إذا وفقط إذا كان 
بادرس)-د(تب) 
سن له نه 

واذا تبنيئا هذا التعريف على أنه تعريفنا الاسامى للاتصال ليحل محل التعريف بلغة © . 8 » فإنه 


.كان يجب تعريف النهاية قبل تعريف الاتصال . وحيث أن مفهوم النهاية أكثر صعوبة للفهم . فإننا اخترنا 
''ان نعرف الاتصال أولا . وفى أغلب الاحيان فإنه ينص على هذا التعريف فى الصورة التالية : 


تكون الدالة د متصلة عند نقطة ب إذا وفقط إذا كان 
(١1)ست‏ تتتمى مجال د . 
9 ) سحاد رس )فركرةة 
و درس ري 


إذا أردنا مغرفة نهاية س + 7 عندما تقترب س من 4 فى مجال الدالة 


[(سءص)|ص - س +7“ )سس د جا 


النهايات 70 


فإننا نسأل « ماهى نباية س + © عندما تقترب س من 4 ؟ » وعندما نفعل هذا فاننا نفترض أن 
و0 قافا بيذ ك يمال الدالةداضرانجة فنيقهم أنه يونا من 


: إذا كانت الدالة د:متصلة عند النقطة ح » فإذ ماد (س)> د( ). 


د 


بباوس + #) - . + م حم. أوجد جب(ا('"س +9)؟ 


سس سمهو ا .ى سن له ٠.‏ 
ع 2 حيث أن ” ”<< . +” > ”3 , 


ه -؟:ماهى ماس" ١١‏ ؟ . هذا الكسر غير معرف عند ٠.4‏ ورغم ذلك فإن الدالة . 
سن هم 8 س ‏ 8 


المتصلة س + 4 تساوى تنح لآ عند جميع نقط أى جوار مثقوب للنقطة 4 ٠‏ 


(س +:ة#)(س :) 


1١2 
1-7 0 : حيث أن نجها ل‎ »4 


5 ثكم 
ع د" الت 0 
» حيث أن : ساس 5 رس 0)(س +5) 
سن لي 9 سن ؟ سن له 9 و حجان 


ع ته محا سم 


سن لم 5 


ا النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


بافصدا 


سس سه 8 ؟"س- ؟" 
صفر ٠‏ الدالة متصلة عند النقطة ١‏ ) د (١10)-ت.,‏ 


: (؟"س)"-5 
8 - 5 : ماهى < 5١‏ 
ا ا 2 


0 5. هذه الدالة متصلة عند ” » وهذا فان النهاية عندما تقترب س من ١‏ تساوى 5 


والدالة ؟' ( س + ١‏ ) متصلة عند ١‏ . 


تت : .1ه 1-7 عه 5 00 ؟ 
0 : ماهى نباية كح لعب عندما ثقترب س من 7 ؟ أنظر الأطر من 5 ١5‏ إلى 8« 
0 


31 5# +م ا 5_ره 
ا ل دك 


سن لم دهاعم اس" دع 


5-4:ماهى بات + سحل 


١--)؟,ه-( لأن الدالة متصلة عند - 5,؟ » فالسؤال سهل جدا حيث أن ده‎ . ١- 


5 
اأسواليس باسحل ؟ 
سن 702 لاسن حر 


٠ +‏ وهذا يبدو معقولا لأن 


اد شو عا ل اا ادس ا امب كشن 
س لهم 8 اس" 4 س -> 5 رس 15 )لاس +75  )‏ سا له ؟ سس + 9 


والدالة 27 لآ متصلة عند ؟ . 
س + ؟ 


سيل يلسشي-مةم - 


النهبايات فى 


١١-4‏ ل 
2 


أن 


يحب أن 8 تست نثبت أن 


لكل عدد حقيقى موجب » 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 


000 : ش 
لكل س فى مجال |( سء نأ جك حل 
0 


مح 


5 0 5 
إذا كان ٠.‏ داس 51 نان بمب 
الاستكشاف الالضزن لمي لايجاد 5 كدالة فى »ع المعطاة 

الاستكشاف : 


ا ل ل د وسنستخدم اولا 
حقيقة أن س + ١‏ وذلك بقسمة كل من بسط ومقام الكسر ذخ تدج ل تف لد ملجهت ج ‏ على س - ؟ لتحصل عل 
ا ب ول 
س + 7 
4س + 5 -١‏ هس ب ا 
4(س+517) 
|15 س] 
| س+ 5 ]| 7 


ونصف قطره ١‏ »فان ١‏ < س < ”# وغهذافان" < س +م < ه. 
وحيث ان س + ؟ تكون دائما اكبر من * فى هذا الجوار » فإننا نستطيع ان نعوض عن س + + 
بالقيمة “ فى الخطوة ( غ ) . 
7 طم 0 
7 ع 
اس ؟|< حك 


البرهان : 
:١‏ لأى 3 معطاة » نختار 8 مساوية لاصغر العددين 2١‏ ؟١‏ © » أى أن 
-أصغر[١1ء؟١+‏ ]. 


م 


النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


؟: اذا كان . << اس “»#|< قم ٠»‏ فان 


+*: . <| ا سص- <٠,»‏ ١١اع‏ وكذلك . <|[ اس |< ١‏ 


: وك جد 3 
: | ا ايان وكذلك ١‏ < س < #ء)س © ؟. 


27 


يغ 1 1 هي" وكوف نواد م ب اسع بو 
+..أاس-'ا 9 
: لي <ه وكذلك|اس + 7 | > م 


ادس ب+ما 


6 < 

؟ اس + "| 

8: ا هتعاط الس "لس 7 
أس + | : 

3 | تحكا-ع < ع 

س +  »‏ 4 
٠٠١‏ س' جح س-5ة _ره 5 

5-0 يه لان س- ”5 بو 


وبهذا » فإننا نكون قد برهنا على أن 
لكل ء 


يوجد 8 - أصغر [(؟١‏ م 2 )]١‏ 
بحيث أن 
ا 0 ع 
لكل س فى مجال |( س ء “نا عدسسم) 
س6 ب 4 


ٌ 8 1 
إذا كانت : <إاس ‏ »|<ة وءفإناأات _+جس حا _ 
س5 5 


©إحم 


دكرهم 


51 
وهذا هو التعريف المضبوط للنباية #لا ل ل ل دك , 
س له 8 اس”؟ 4 5 


ج# ١9‏ ا ا و ل ل د 
س ‏ . » وقيمتها ١‏ عندما س > . 


اللبسايات 41 


انباية عندما س -ه ٠‏ غير موجودة»حيث أن النقط على يمين الصفر ترسم فوق ١‏ » بينا ترسم 
النقط على يسار الصفر فوق ١-‏ . عندما يحدث هذا » نقول أن الهاية تساوى ١‏ عندما تقترب س ” 
من الصفر من المين » ولكن النهاية تساوى ١-‏ عندما تقترب س من الصفر من اليسار . إذا كانت : 
النباية عندما تقترب س من الصفر من المين لا تساوى النهاية عندما تقترب س من الصفر من اليسار 
فاننا نقول أن النهاية غير موجودة . هل النهاية عندما تقترب س من الصفر من الهين تساوى النهاية  ٠‏ ”, .٠؛‏ 
عندما تقترب س من الصفر من اليسار للدالة الآتية ؟ قيمة الدالة صفر لكل س < ٠‏ وقيمتها ١‏ "2..!* 


٠. ٠ > لكل س‎ 


الصفر من المين تساوى ١‏ 


سنعبر عن « نباية د ( س ) عندما تقترب س من س من العين تساوى ل » رمزيا كالتالى : 
مماساد لس ) - ل . وكذلك مهاو( س ) - ل ستقرأ « نهاية د ( سن ) عندما 
تقترب س من س من اليسار تساوى ل » . 


و8 النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


1 1-2 0 
شكل 4 - 4 يثل منحنى الدالة د حيث د ( س ) - كد بحت . لاحظ أنه عندما 
س حه-؟ من العين » فان قم الدالة تتزايد بدون حد . بينا عندما تقترب س من - >7 من اليسار تتناقص 
قم الدالة بدون حد . وهذافان الدالة ليست غير متصلة فقط عند هذه النقطة » ولكن النهاية غير موجودة 


عندا. تقترب س من ل ؟. 


0 (شكل ؛ -8) 
0 ونستطيع تعريف النهاية عندما س مه ٠-‏ من العين . 
: س' خ سحا - +هه إذا وفقط إذا كان : 


0 لكل عدد حقيقى موجب م 
3 . يوجد. عدد حقيقى موجب 6 
كيت أن 


1 1 0 
لكل س فى مجال |[ س ء تمل ع حك ) 
5-1 


اذا كان ٠.‏ < رس (-؟)ع <ة عفان د(س) > م 
١ ١ 00 596‏ 50 50000000 
ولكرو روزي لديا زر او الحو حك رسيي كيورا يعب عام لقملا لتربية ميتم 
من ابعين . والصورة الرمزية نيبا وا س ع - + تعنى ان د ( س ) تتزايد بدون حد عندما 
6 


سن سهان انال > المورة الرمرية حت ررض ) > حم نمو ان الئالة تصن ودر 
حد عندما سن هم رن . 


البايات ىو 


شكل 64 -9) 


وعد لتو بعال ا كير رودا را عا رايا ا ار ب ا 0 
إعتبر الدالة سك المرسومة فى شكل 4 - 4 . الكسر غير معرف عند النقطة س - ٠‏ » ولكن 
رن لو 7 من الصفر من أى جانب يزداد الكسر بدون حد . 


١ 4 ١‏ إفإانا: 

رض اللاطلب هنا حمل د سل أكبر من ٠١١‏ . إذا عوضنا عن س بالعدد م فى ل فإننا جد 
0 4 ش : ١‏ 000 
الاق لاو ةاعر وي سوسس ل فإننا 


ضشمة أ 3 ١ - ١‏ 01 ل اضيا سان 5 
و الس د 1 0 6 
3 : نستطيع تعريف تباية ل عندما تقترب س من الصفر . 
: ل ح + © إذا وفقط إذا كان 
س >> ٠|اس|‏ 
لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 


كي نعان الومو 2 )ا 


0 00 0 
اذا كان .,< إس ‏ ٠|<ق‏ 50 مم 


4م النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


5 00 7 
عرف نهاية “ال لع عندما تقترب س من - ” من اليسار . 


١ 
تحت تن خا صاتاو إزالووقط إنكان‎ 
2 سنس سه -- 8 شت‎ 


ا لكل عدد حقيقى موجب م 
بحيث أن 
5 له ا 
لكل س فى مجال |( س, “د + ىس )( 


إذا كان . <  5-(‏ س) <ة عءفإن د(س) < ام 

والصورة الرمزية ٠‏ < اس بن |<ق تسمح للمتغير س أن يقترب من ب من الجانبين . 

وق هذا العريق لمعتسا لخ ودمن ح #لاتة و بدلاامن + ا زاح اسمن ده 
لأنا تريد أن تافتن سلرك الكسي عتدما شرب من مسالا فى الزبار فقظ. 


:١8 - 8‏ هجهبلا د (لس) - + « اذا وفقط اذا كان 


سن مونل 8 
لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد عدد . حقيقى موجب 8 


:+ اين » فإن ٠.‏ < (س ‏ س) < 8ق . وإذا كانت س تقترب: من س من اليسار » فإن 


ا 


4ه - ٠0‏ : هيا (س) - - # اذا وفقط اذا كان 
سن إعبه 


0 
لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 


انبايات هم 


إذا كانت ٠.‏ < (س ‏ س) < ق » فإن د (س) د _م . عنما نريد القول أن الدالة تكبر 
بدون حد » نقول أن النباية تساوى + «ه . واذا كانت الدالة تتناقص بدون حد ء فإننا نقول أن النباية 
تساوى - اك 
عم 5ؤو:: اد (س) - + © اذا وفقط اذا كان 
ب تيع 
لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 


إذا كانت ٠‏ < (س س س) < 8 ء فإن د (س)' > م . وهذا هو كيف ننص على أن الدالة د. ‏ 
تزداد بدون حد عندما تقترب س من س من اليسار . 
اذا اقتربت س من س من اليسار فإننا نطرح س من ب »ء واذا اقتربت س من ب من المين فإننا 
نطرح ب من س . ونم نعتبر القيمة المطلقه للفرق س ‏ ب لأن هذا يعنى أن س قريبة من من كلا 
الجانبين . ومن المهم أن تكون كل من س ‏ ب و.نا ‏ س موجبة » وهذا فإننا نستعمل سن اب 
عندما تقترب س من س.من العين ونستعمل ب س عندما تقترب س من س من اليسار . 
» - /97ؤ : :نمجهّْ(أا ‏ : لسع - - « اذا وفقط اذا كان 
من سهان 
لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد عدد حقيقئى موجب 8 


إذا كان ٠.‏ < سااس <ى » فإن د(س) < -ام. 
:١48- #*‏ نملا د (س) - + « اذا وفقط اذا كان 
و5 بحد كك ١‏ 
لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجدا علد يحقيقى موب 86 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 


ولد 


كم النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


إذا كان .. < |آس ان | < ق ء فإن د (س) > م. 


5 - 19: ماد (رس) - - « إذا وفقط إذا كان 
وك سد اكت 


لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 


إذا كان ٠.‏ <اس ‏ ا ب|< ة » فإن د(س) < دام 


م - 7٠‏ :ما هى نهاية ل عندما تؤول س إلى صفر ؟ 
أ 


غير معرفة.هذه النهاية غير معرفة طبقا لتعريفنا » حيث أن النهاية من اليسار لا تساوى النهاية من 
العين . 


ه - 5١‏ :ماهى نباية ل عندما تؤول س إلى الصفر من المين ؟ 
اس 


مما 1ط - + هه . يمكن النظر إلى ذلك على أنه مقارنة بين م وقيمة د (س) لمعرفة 
حود اد 


: أكبرهم . لأى عدد كبير م يمكن إيجاد عدد صغير 0 بحيث أنه إذا كانت س قريبة بمقدار من 


الصفر من الهين » فإن بل تكون أكبر من م . 


عندما نزعم أن الدالة تتزايد بدون حد ء فإننا نعنى أنها تأخذ قيما أكبر من أى عدد موجب 
نحدده . وعندما نزعم أن الدالة د تتناقص بدون حد » فإننا نعنى أن د (س) تأخذ قيما أصغر من 
سالب أى عذدد موجب نحدده 5 


التبايات 3 


»|- 


5 - 77 : ما هى نباية ل عندما تؤول س إلى الصفر من 'اليسار ؟ ان 


0 


44 انبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


1--317 موعي هله يك عدا اتو لديو إل ؟ 


هل 


54-5 :ماهى نباية ل عندما تتزايد س بدون حد ؟ 


صفر 
١ 1‏ م 0 21 
با - ٠‏ » وذلك حيث أنه لكل عدد موجب © يوجد عدد موجب ن 


اذا كان س > نء فإن ٠.‏ < [ ل .|<ء» 
س 


4 - ©” : ما هى ناية .ل عندما تتناقص' س بدون حد ؟ 
سس 


عيث ان؛ 5-5 سن 


إذا كان ء 


<> ذنء فإن ٠‏ 2 د جع 
سس 
:من المهم ملاحظة أن الرمزين + هه . - «ه لايمكن إعتبارهما أعدادا حقيقية . 


35.5 : ما هى نماية لد عندما تؤول س إلى ه ؟ 


البايات 04 


0 ل سال امن ليت + 


0ك أ قل كدح 0-4 5 5 5 
س له 0 


عندما تأخذ س قيما قريية من ه من المين . الكلسر يتزايد بدون حد عندما تقترب س من © من, 


؛ - 78 : ماهى نباية يحي عندما تؤول س إلى © من اليسار ؟ 
متكا - هه . الكسر سالب لقيم س الواقعة بين - 4 و ه ويتناقص بدون حد 


عندما تقغرب سس من 0 هن اليسار . 


ىت . ن. ع 8 
0 امك نباية عندما 000 00 
0 ان سم 6+8 سس لم ود و سن للم م ع 


- © 2 + مه )2 غير معرفة , 


بسط هذا الكسر يقترب من - © :بيها يقترب مقامه من الصفر . الكسر يتناقص بدون حد عندما 
تؤول س إلى -” من اليسار » ويتزايد بدون حد عندما تؤول س إلى 7 من المين » ولاتوجد له نهاية 
عندما تقترب س من -5 من كلا الجانبين . 


١ 
١ ناقش سلوك ع لآ عندما تؤول س إلى‎ : "60 - 4 
دده‎ 


البسط يؤول إلى 4 عندما تؤول س إلى ١‏ , وعندما تقترب س من ١‏ من الهين فإن المقام يكون 
موجبا ويقترب من الصفر . 
سس" داس 

سس له 9+ س5 ياس 


داج مه 


وعندما تقترب س من ١‏ من اليسار . فإن المقام يكون سالبا ويؤول إلى الصفر . 
عنححس] ل الم تت 
سن لهم س5 ياس 

57 
عاية اا 5ل 


لحت جزلدا ااترياد ين عن .تخي جعرقة : 


ا 


م --98” : ماهى وو ا حت 


ه - #4" : ماهى نهاية 


النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل . 


“قن جل ١)‏ 
4 - 1" : ماهى نهاية 2# حت عندما تؤول س إلى - ” ؟ 

هى نبا 5 2 س إلى 

١‏ نك ادح بجو وز من الرليظ واللقام: يجين الشف ندم زولا ين 


إل حم بخوزةا تقار انال“ ادق" التصلة تكله بالضيفة سكت ١‏ والتى وروي ا زم 6 


ا 
' لكل قيمة من قم س ماعدا س - - 7 ء فإننا نرى أن النهاية تساوى -3 . 


تذكر دائما أننا نتعامل مع جوار مثقوب للعدد - ؟ فى مجال الدالة التى يمثلها الكسر . 


عندما تؤول ه إلى الصفر ؟ 


لوحية 
ِ زهجا جع حك ا (م” +م ه51 سح +مهه 512 + حا احا 
اسهد 00 ال 5000 يي ا 
م" دم هاس + مما 1 
دآ نما 6 ها'+ + ١‏ 
25 سي يي ل را ل 0010 
ال ات 0 
ها سح , 


. الصيغة ”# بح" + ”م ه لح + همه" تمثل دالة 
ه 

متصلة » والنباية عندما ه -ه صفر لدالة متصلة د عند الصفر تساوى د )٠(‏ . فى هذه الحالة د )١(‏ 
تساوى * ح" + ”* ح (صفر) + (صفر)؟ - ”7 حا 


١ ١ -‏ 
4 - م” : ماهى نباية 4 5 حم حش عندما تؤؤل ه إلى الصفر ؟ 


(ه + )"1 هد مس 


> سد تن ه 


12+ 1ه ح1+هك')_احآا 
د ا 
20-1 5 ه 


تيصشيحا « سا لاد هل د الى 


١ هاه‎ 


يعن ب 
فر . إذا جرينا قم مثل 637٠٠6661٠٠١ 61٠١ 6 ١‏ 6٠٠٠٠61...ء‏ فإن الكسر يأخذ القم 
لا اال ل اع مط وى ومن 'الواضه أن هذا الكمي يقد نه تجذاكم: الفزف. عنما 
حب يج يي جيب 1:2 زمن الراضح شي د 


0١ النبايات‎ 


تزداد س بدون حد . 


ولائبات أذ بمبا لل -ح . ع فإنه يجب إثيات أن 
سن لم دوخ سس - 8 


لكل عدد حقيقى موجب » 
يوجد عدد حقيقى موجب ن 


بحيث أن 
كلس ف جال | سء تب )| 
سنس > ن 0 

جا سيت امه 


وهذا يمكن عمله باختيار ن - 32:3 27 


3 


4 - ه” : ماهى نهاية لب عندما 5 ده ؟ 
ا ل تؤول س إلى - مه 


صفر . إذا جربنا سالب كل عدد من الأعداد التى جربناها فى المسألة السابقة » فإن الكسر يأخذ 
ال له ى 1 1 5 5 ٍ 
لقم ياج ؛ جم » عبج » سوسم » سلسم » م اببسم » ... » ومن الواضح 
أن قم الكسر تقترب من الصفر . 


ولاثبات أن مجحلا . - ٠.‏ », فإنه يجب اثبات أن 
3 سن سه وخ س ل وا 


لكل عدد حقيقى موجب 3 
يوجد عدد حقيقى موجب ن 


بحيث أن 
لكل س ف مال | (س » - )( 
س ساسأ 
سنس < لاك لم اجكعايدة وق 


واختيار ن - 1 جتن يحقق هذه المتطلبات . 


6 


5 - 6” : ماهى نباية 


جع عندما تؤول س إلى - ده ؟ 


صفر . 
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ساح ان 1ن 


ع /ا"" : ماهي : 
0 0 


0 0 س؟ . وعندما تزداد س بدون حداء فإن قيمة هذا 
3 م 2 
الكسر تؤول إل . د ل 


4 -م” ا شر اكد مشت 
س له بن ”7 س" 5ك س + ١‏ 


ا ل كط والمقام على س" كا فى أعلاه ‏ ثم أخذنا النباية » فإن قيمة الكسر 
ا . ومن ا ح به القسمة على س" طلما كانت س لا تساوى الصفر » وحيث أن س 


ظ ' . تتناقص بدون حد فإنها لاتساوى الصفر . 


0077 8 عد سه 


س لم + ون ؟ اس" + 5 اس 5 ٠‏ 
صفر . بقسمة كل من البسط والمقام على س” فإننا نمحصل على تل ل س__ سب والتى تؤول إلى الصفر 
عندما تزداد س بدون حد . لمتكي 
6 - وغ : ماهى : 3 اسلا 


5 ا 17 و يم انس 4 ك1 عب حت ١‏ 
م وعٌ :ما اس سس س1 س5 ع 0 
ٍ - سن لله اوه #اسش5 + 4 س* د ”ا س4 ل 7 ا س” ل 7 سس 


ل . بقسمة كل من البسط والمقام على س” » فإن معاملات الحدود ذات الأس الأكبر هى فقط 
التى اتؤثر فى النهاية . 


ال ا شك لد وى ىو لعطهدها 


الاج رل__سسسسسحه إوآا كاتنت دن '7؟9 
ا ل نت م حا له 


و 
حى" 


الهايات 1 


4 - 4 : يمكن إستخدام المتطابقة الجبرية 9" ا س5 - ١‏ س) !١(‏ + س) لإيجاد نهايات بعض 
الكسور التى تحتوى على جذور :إذا قل منا [إماه !51 الششكه 1 ١‏ شاد 
استخدام المتطابقة المذكورة أعلاه مع وضع ١‏ - 8 + هاوس د با : ومن ثم 1 


اعدف ك2 ده -لاء, بك دماج كانت © +هع)-ع 
يا هذ : +ه + ب ) 
5 هه عت ١‏ 
هار + هادي ) ا 
وهذا كسر مكافء للكسر الأصلى » ونباية غلبا 3 ججطبج - : 
5 0 
ماهى ميا ت#شطلا- ا 0 دياو . 
0 
5 


-58 ؛ ناهى بسي !أت حال ؟ إستخدم الطيقة التكرة فى 4 - 48 مع وضع 


ا بياسء, نع يام 


دنخيييس ١‏ 
اد كن 
لص ناسة في 
اه ح- . هه 


-ذ-ب5 + دن +بم . ضع ! - باه +45 نس - لا5 0 
١‏ و اه + هو الاو عه 


ل لدت "لض له كلاو 4+ هع" ب" عي اا 
ج؛ اع ا ا 
ودعانمة 


5 ل لك ادك كح ل الا 911 
ه (كا(ة +هع" + كو + دما الأو + او 
اك ١‏ 
يا + م + كلاو داه الأو ب الوا 
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فسنم 


بجبالة جح الة - ربب سس - جب 


. فى مجموعة التمارين فى نباية هذا الكتاب » سنجد أن التمارين من +١‏ إلى 0ه تكون من نفس هذا 
النوع . وربما يرغب الطالب المهتم فى حل هذه المسائل الآن . 


وسنسرد الآن بعض التعريفات للرجوع اليها . ويستطيع القارىء تغطية أجزاء مختلفة من كل تعريف 
للتحقق من قدرته على كتابة هذا الجزء تماما كا هو وإرد 'هنا » وكذلك يستطيع أن يغفلهم ويقفز إلى 
الباب الخامس . ْ 


بحا وض كل ةرمط ذا كت 


00 عرسم كاير 


يوجد عدد حقيقى موجب 8 


بحيث أن لخ 


لكل س فى مجال د 
<إس !|<ة ه+ادرس) ل|<ع 
باس" - م إذا وفقط إذا كان 
سس لهم ؟ 


بحيث أن 


لكل س فى مجال ](س » س") | 


<|اس ‏ ؟|<ة عوا|اس" +م|<ع 


جببآًّ(أا د (س) - ل ء إذا وفقط إذا كان 
سنس له + مهم : 


انتبايات كك 


لكل عدد حقيقى موجب ع 
يوجد عدد حقيقى موجب ن 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 
س > ن ل إهد(رس)» ل|<ع 


ناا ! - . إذا وفقط إذا كان 


0 
لكل عدد حقيقى موجب © 
يوجد عدد حقيقى موجب ن 
بحيث أن 
لكل س فى مال ((صء يل) ) 


١ 5‏ 
سنس > ل حه خذال ه 
٠ 5‏ |<ء 


١‏ تماد (رس) - + ه إذا وفقط.إذا كان 
سس لهام 
وي 0 
لكل عدد حقيقى موجب م 
7 57 يوجد عدد حقيقى موجب 8 
نآ بحيث أن 


2 لكل س فى مجال د 
٠‏ <اس ؟|<ة © درس) > م 
: لل ح + #© إذا وفقط إذا كان 
لان 
لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 


بحيث أن 
كوقعل الحم 
من 1 
6-4 ]نس نمام ]او خم ب دكتت >ام 
من ع 
با د إلس) - + «ه إذا وفقط إذا كان 


سنس له إ همع 
لكل عدد حقيقى موجب م 


4 النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


بحيث أن 


لكل س فى مجال د 


س > ن © د(س) > م 
ا اي ين 
بحيث أن 
لكل س فى مجال [ (س » س")] 
س > ن حهاس" > م 
باد رس - + © إذا وفقط إذا كان 
سن لم - هيع 
لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد عدد حقيقى موجب ن 
فيث أن" 
لكل س فى مجال د 
س < داك + د (س) > م 
لساد (س) - - ده إذا وفقط إذا كان 
لكل عدد حقيقى موجب م 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 
س < لان + د(س) < لام 
سياه وى - - م إذاوفقط إذا كن 
لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد عدد حميقى موجب ن 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 
سش > ن > د (س) < ندم 
نبلا د (س) - ل إذا وفقط إذا كان 
سن سوم 


الهايات /4 


لكل عدد حقيقى موجب 6 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
يحيث أن 
لكل س فى مجال د 
< (س- )< ة >|دوس)» ل|<ع 


مايا لحا - 1 إذا وفقط إذا كان 
عن كك سٍ 


لكل عدد حقيقى موجب © 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
كلس ف جال رسء لكسأ | 
<ض ىل دةء إلضا ‏ ١إدء‏ 
س 
خط د (س) > ل إذا وفقط إذا كان 


لكل عدد حقيقى موجب ع 
يوجد عدد حقيقى موجب ة 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 
<ااحعن ده كاوو )بال ادع 


1 امنا 
نبا نك ع - ١‏ إذا وفقط إذا كان 


لكلرعذه حقيقن ويد 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل س فى مجال ( (سء لتضا) , 


٠0( < ٠‏ - س) < 86 حم اميم جح 


اتح ف زب 00 إذا اونعطة إذا. كان 
لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 
٠‏ < (س- ) < ق م دروس) > م 
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نباسا ل ع + «ه إذا وفقط إذا كان 
اذى ور 


لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل س فى مجال [(ص» ي)) 
< رس مم <وة ام ل > م 
س 


با !1 - - هم إذا وفقط إذا كان 
سن سه 0 
لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل س ف مال [ (ص » يل ) 
١‏ 
ل لحم ب 0 حك حت 
) س) < 28 »مه د 8 
باس" - + «ه إذا وفقط إذا كان 
س لله ل وح 
لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد عدد حقيقى موجب ن 
بحيث أن 
لكل س ف مجال [ (س » س") ) 
سن مهم + همع 
لكل عدد حقيقى موجب م 
بحيث أن 
لكل س فى مجال ( (س » س") ) 
س > ن حم س" >ام 
“ااا - س”" 2 - هه إذا وفقط إذا كان 
سن لهم لس مع 
لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد عدد حقيقى موجب ن 


بحيث أن 


النبايات 4 


لكل س فى مجال [1(س »2‏ س") ) 
سن < داك حم دس" جح ندم 


باا- س'- - © إذا وفقط إذا كان 
لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد عدد حقيقى موجب ن 
بحيث أن 
لكل س فى مجال [(س» ‏ س") ) 
س > ن وباس" < لدم 


تكون د متصلة عند النقطة ب من مجالها إذا وفقط إذا كان 
لكل عدد حقيقى موجب © 
بحيث أن 
لكل س ف مجال د 
اس اتف|]|<ةق +*ادرس) د )|< 28 
التعريفات الاربعة التالية خاصة بالدوال التى حالما الأعداد الطبيعيه ( المتتابعات 3 3 1 
باص - ل إذا وفقط إذا كان 00 
سس هم مهنع 
لكل عدد حقيقى موجب © 
يوجد عدد طبيعى ن 
بحيث أن 
له ع ن ف بحل 


تيتا لل - ٠‏ إذا وفقط إذا كان 


نم هه يمن 


يوجد عدد طبيعى ل 
بحيث أن 
لهك > 23 | ديد |<ع 
ماله 3 


ل 1ؤمله 
باص + فلك ) - م إذا وفقط إذا كان 


ا النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


لكل عدد حقيقى موجب ع 
يوجد عدد طبيعى ل 
بحيث أن 


> ن سل إرع+ نه م]ا<ء 


ميال" - هه إذا وفقط إذا كان ١‏ 
لكل عدد حقيقى موجب م 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
دص طوعحا_ممددعوحات / دا تهاعل /رعنمء بتداءمه/ /رعماطا 


الباب الخامس 


نظريات على الاتصال والنبايات 


سنعطى فى هذا الباب نصوص بعض النظريات والتعريفات المرتبطة تقليديا بالنبايات والاتصال. 
هذه النظريات ستعطى الطالب شيئاً راسخا للرجوع إليه كسبب لاجراء خطوة من خخطوات البرهان أو 
كتعليل لخطوة ف المسائل التى سيصادفها مستقبلاً. 
تعريف © ١‏ 
5 هت[ إس عفن )| ض عدون )+ د وس )اس د 116 أواان بن 
تعرف الدالة د + ر على أنها مجموعة كل الأزواج المرتبة ( س , ص ) بحيث أن ص تساوى مجموع ٠١‏ - 
قيمتى الدالة د والدالة ر عند س . حيث س تنتمى لكل من مجال د و مجال ر . 5 


إذا كانت د (اس) - “#9 اس #1١‏ ر(س) - 5س +28 فإن 
(د+ ر )(ر(س)- (ل#اس ب +)١‏ ('اس + )2ح وس 7 5 
تعريف © " : 


دار - (رسءص)| ص -درس) در (س)ءس 06063 6ار) 


تعرف الدالة د ر على أنها مجموعة كل الأزواج المرتبة ( س . ص ) بحيث أن ص تساوى الفرق 
بين قيمة د وقيمة ر عند س . حيث س تنتمى لكل من مجال د ومجال ر. 


إذا كانت د س)-دع#س )١‏ ر لاس )- 5س + 29 فإن 
(د ا ر)(رس)-("؟#س- )١‏ (آاس958)- س 4. 


تعريف © "١‏ : 
و و > الزوصض) | ض 3-2 (س) بر لاس )اسه وار اد 


تعرف الدالة د ر على أنها مجموعة كل الأزواج المرتبة ( س , ص ) بحيث أن ص تساوى حاصل 
ضرب قيمتى د ء ر عند س » حيث س تنتمى لكل من مجال د ومجال ر . 


100 0 ب 
“جا 


ل النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


إذا كانت د و( س) - لاس ل ١‏ »أر(س)- “«_اس + ”9 فإن 
(د د )(وس)- 9س 1 ()١‏ 5س + 87) - 5س" + لاسن ب #. 


8ت 5 : 


3 


1-3 رسءص)|ص - م ل تس 9 في ممر) 


تعرف الدالة ىش على أنها مجموعة كل الأزواج المرتبة ( س . ص ) بحيث أن ص تساوى خارج 


قيمة د على قيمة ر عند س2 ر ( س )+ ٠‏ , حيث س تنتمى لكل من مجال د ومجال ر 


تعريف © © : 


2+3 لان دعن | عن ف ور عرس اس ف عر ودار باس 15 
يعرف تركيب دالتين . د © رء على أنه مجموعة كل الأزواج المرتبة ر س . ص ) بحيث تنتمى 
ص لمدى .د صورة س بالدالة ر هى أصل ص بالدالة د , وتنتمى س لمجال ر . 
ومكن أيضا التعبير غن هذا رمزيا على الصورة ‏ ' 
د >|ارضسءصع | ورسء: (سى»3 زغل دوسع)ء»صع 3 و ) 
يوضح شكل ه  ١‏ تركيب الدالتين دء» ر »أى دده ر ا حيت 

د > لاس عد )| «ض: - امن 2 3+ 

ر >( (سءص)| ص - ”اس + #) 


تحت تأثير الجزء الأول من هذا التركيب » ترسم ر النقطة س إلى لاس + #ء ثم تكمل د الجزء 
الثانى من التركيب برسم ١”‏ س + 8 إلى * (لاس + مع ب .1١‏ 


تحت تأثير الجزء الأول من هذا التركيب » ترسم ر النقطة ؛ إلى ١‏ » ثم ترسم د النقطة ١١‏ إلى 


١ .‏ . أيضا ترسم ر النقطة ١‏ إلى « » ثم ترسم د النقطة © إلى ١4‏ . 


.يوضح شكل ه ‏ > التركيب ر ه د . فى هذه الحالة ترسم د النقطة س إلى *س  ١‏ ع ثم 


'ترسم ر النقطة “اس ١‏ إلى 5( ”اس - ١‏ ) + 5 . التركيب ر ٠‏ د يرسم 4 إلى 55 . د ترسم 


أولأ ؛ إلى ١١‏ ء ثم ترسم ر النقطة ١١‏ إلى 55 . والتركيب ر » د يرسم ١‏ إلى ٠7‏ . د ترسم ألا ١‏ 
:إلى ؟» ثم ترسم ر النقطة ١‏ إلى 7. 

(د *ر)( س)تعتى إيجاد ر( س ) ألا ثم إيجاد قيمة د عند ر ( س ) » وهذا يعنى أن 
(د*ر)(س)- در ر(س)). 


نظريات على الاتصال والنبايات 


وسنعطى الآن نصوص وبراهين عض النظريات . النظريات القليلة الأولى برهن الحقيقة التالية . 
إذا كانت ددح » ر متصلتان عند سب » فإن : 
)د +ر تكون متصلة عند ب 
سب )د ار تكون متصلة عند بس 
حى) د د تكون متصلة عند ب 
2 تكون متصلة عندا ب بشط أن ر (ا) © . 


ه)ودهر تكون متصلة عند ب » بشرط أن ر (م-23)0 2. » د تكون متصلة عند 
رر(نست). ش 


١7 


0 


00 


٠. 30 
1 بغي‎ 


النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


سنس خدم التعريفين الآأتيين خلال اللي 3 ولهذا فإننا سنعطى نصوصهيا هنا ثم نشير نشير اليهما 
بالرمزين شبح كشبو. 


,١ت‎ 


تكون الدالة د متصلة عند نقطة ب إذا وفقط إذا كان 


لكل عدد حقيقى موجب , 
يوجد عدد حقيقى موجب 8, 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 


|سفت] < قرخ |دوس) _درب)|<»/ 


7 : تكون الدالةت ر متصلة عند نقطة ب إذا وفقط إذا كان 


لكل عدد حقيقى موجب 0 
يوجد عدد حقيقى موجب 8, 
بحيث أن 
لكل س فى مجال ر 


اليد نكي | ا اك ددد)|<ع, 


55 3 
إذا كانت د ر متصلتين عند ب » فإن د + ر تكون متصلة عند ب . 
البرهان : 


ع ١‏ ع8 

: لآى عدد معطى 6 خذ 8 اع دنوها من تعريفى اث ع ث2 

: توجد 4,78 قي تحققان تا ءا ت, 

: إختر 8 - أصغر | قن 5 | . وهذا الاختيار للعدد 8 يضمن نلنا أنه إذا كان . 


: اش جات ]ده 


فإن 


:أددس)-هدرسع| <ه4 د يكء| دوس) ررب)|جه,-4 


جمع هاتين الصيغتين يعطى 


م 


- 


لس )دام |1 ووتيؤجه ووس اع ودع 


2 


ولكن 


لعن ص رحد ؤس )بح دن لابقع |31 | دوس ابصددوسدم + 


أ (س) رورت)| 


نظريات على الاتصال والنهايات 0ل 


ا ز قوسم + نوس ماوت زاموف عدروروت) ]ده 


أو 
اله امع اذو وات ومع اداع وت )| ده 


9 : إذن إذا كان | س ‏ ب | < 8ةء فإن |( د + د)(س)- (د+ عوه ]دغ 
وهذا بالضبط هو شرط أن تكون د + ر متصلة عند ب . 


نظرية ه - ؟ : : 0 

إذا كانت ر متصلة عند ساء فإن ‏ ر تكون متصلة عند ب . 

البرهان : 
١‏ : لأى عدد معطى 3 خذ - 6 ) شاع 8, . إذا كان 
اس تحدت | جه 
فإن 

*: اررض سروت | <هب-ء 

ولكن من خواص القيمة المطلقة » 


انض مد وزيم |2 رخاو وم ناركن ره 5 
ومن ثم 0 


1:6 ر(س))]- [س ره)]]|<ع يت" 
وهذا يثبت أن ر تكون متصلة عند بن . 1 


نظرية ه - " : 
إذا كانت د » ر متصلتين عند س »ء فإن د ر تكون متصلة عند نس . 
البرهان : 
من نظريتى 01-8 6 - لا 
:١‏ ه + ل ر) تكون متصلة عند بس 
ولكن حيث أن د + ( ر) > د ارء 
؟ : د ار تكون متصلة عند نا . 
نظرية © - © : 


إذا كانت د » ر متصلتين عند م »ء فإن د ر تكون متصلة عند نب . 


آم النبايات والاتضال فى حساب التفاضل والتكامل 


البرهان : 
++ لأى عدد امع 2 ع كين اع ع ام فل ييف أن 
0 8 468ي 6 أ دت)|+ ©, إدرب)|<ع 
وهذا يمكن عمله بسهولة بجعل 6, » ©, صغيرتين بالقدر الكافى بحيث أن وو 
أزلام)| 6 ده |دهم| :, < كه . 
' ويجب ملاحظة أن إختيار 6,6 ©, ليس نتيجة فهم خفى للمسألة » ولكنه يتعين بإتباع 
* خطوات البرهان بالعكس بدءا بالنتيجة المطلوبة وذلك لتعيين ماهو مطلوب 
" : إختار - أصغر ! قرء ق, ). إذا كان 
نطف 
فإن 
#عادض ددرت | +4 إرص دران)| دم 
.ضرب هاتين الصيغتين يعطى 
:د (س)رس)د()رلص)ب رم دص)+د )ره |< 0 
ولكننا نود أن يكون الطرف الأيمن من (ه) هو 
أد (ص) ر (س) د (ب).ر (س) | . ولهذاء فإننا نجمع 
| د (ب) ر (س) + ر(س) د (س) - ؟ د (س) ر(س) | على كل من طرف (5) ونظبق النتيجة 
.العامة | س + ص | 2 | س | + | ص | على الطرف الأيمن . 
5: إدرس)ررس) ددن)ر(ت)|< 
©, عي + |د رسع ر(ض) +ر(ب) د(ص)- ؟ د(ب)ر(ت)| 
ا: شع #,+أدضم|إرص)- ره ةءا+|ره)]|إدض)_دهم| 
ا 6 , + هد )| #, + إر )| 2 
84 << ْ 
٠‏ : ومن ثم » إذا كان | س اب | < ق »فإن |أدر (س) ‏ در رب |<» 
نظرية © - © : 
إذا كانت ر متصلة عند سا »ر (إس) + . » فإن ل تكون متصلة عند ب . 
5 
قبل بدء البرهان الفعل » سنقدم القهيد الرمزى التالى . 


إذا أعطينا 6“ - ام ؛ فإنه باستخدام ت, يوجد عدد 6 بحيث أن 


نظريات على الاتصال والتهايات و6 


اده | | وو حير نم ]| 


ومن ثم 

ذ:إدص)- رهم| < دجما 
ب : إر (ب) ‏ رص)| < ادها 
ح:إرهم|- إرص»]| ىح ادوعا 


ى: إر هم |+*إرص)|> لمجعا 


١5 


: اد ص) | > إدهم | 
وكذلك 

د اه 7 0 
إدص| ‏ 5إر(ت)| 
البرهمان : 

١:لأى‏ © معطاةء خذ ©“ - لي |ر (م)|؟ ع إذن يوجد 8ت بحيث أن 
اس ات |< 85> إر(ص) در هم]|< هه 

؟ : نختار 8 - أصغر |[ 8“ 5 ] . إذا كان 

+8 إن حت | د 

فإن 


ار رض) عدو ونه |خيعة 


إذا ضربنا (4) فى 
وو حي سينا 
إد«ص) | "إوازت»] 
نحصل على ظ 
اص وها . ع تكب 
بت ا ؟ إد(ت | 


ل ا 


4 للف دن و ا 


ع“ 
ا ر ر(س)ر(ب) ا ١‏ 


إد عام 


00 النبايات والاتصال ى حساب التفاضل والتكامل ' * 


الل ا ا الات الا 1 0 
ل ا ]| 7د (ت) 5 ١‏ وت 7 *إد<| 3 
١ ١ :‏ 
اعد ده 
ومن ثم 
اس اف| <ة | : 1 | 3 


ش ر(سص) ر(ب) 
وهذا يثبت أن ل تكون متصلة عند ان . 
ار 


نظرية © - "5 : 


إذا كانت د »6 ر متصلتين عند ب وكانت ر (س) + . »ء فإن ث تكون متصلة عند ب . 
ر 


البرهان : 
- د ( ١‏ ).وحيث أن نظرية ه - ه تثبت أن ل متصلة عند ب ء فإنه ينتج أن 2 متصلة عند ب 
5 ار رر 2 
وفقا لنظرية ه - 4 , 


نظرية © - / : 
إذا كانت الدالة ر متصلة عند س والدالة د متصلة عند ر إس) »ء فإن الدالة د ه ر تكون متصلة 
عند سه. 
إذا كانت د متصلة عند ر (س) » فإن 
م لكل عدد حقيقى موجب حل 
يوجد عدد حفيقى موجب ١‏ 
بحيث أن 
لكل ر (س) فى مجال د 
اروص دوتع ]| < قفخ إذوررس))دد ورت )| دع 
وتكون ر متصلة عند سب إذا وفقط إذا كان 
-: لكل عدد حقيقى موجب 8 , 
يوجد عدد حقيقى موجب © 


بحيث أن 


عاك عاق كف ]زر حاو زف | م 


نظريات على الاتصال والنبايات الل 


البرهان 


١‏ : لأى عدد معطى »2)نضع 6 - 8ع 6 8, . إذا كان 


52 


ل" 
” : فإن 

أ( ن«س)ت ورت | دون 
ولكن ©, - #,»ء ومن ثم باستخدام )١‏ 


ؤزورق )بده ورت | مواق 
وبالتالى 


ه:|اس-ف|] <قر,ه إددررص))-د(رضم)|<ء 
وهذا بالضبط هو المطلوب لان تكون د ٠‏ ر متصلة عند ب . 
نظرية © -8 : 
الدالة الثابتة ث > !( (س » ص) | ص - ١‏ »؛ حيث ‏ ثابت ] متصلة عند كل نقطة من نقط 3 
مجالها . 
البرهان : 


حم 


| ث (س) ‏ ث (س) | < ع بغض النظر عن إختيار 3 . وبالتالى » فإن ث تكون متصلة عند أى 
نقطة س من نقط مجاها . 
نظرية © - 9 : 


دالة الوحدة ت > [ (س » ص) | ص س ] متصلة عند كل نقطة من نقط مجاها . 


البرهان : 
حيث أن | ت (س) ات (س)] > | س ‏ ب إء فإنه ينتج مباشة أنه لأى عدد 8 < ع » 
إس ب |< ق عم إس ب | < ع . وبالتالى فإن دالة الوحدة تكون متصلة عند كل نقطة 
ب من نقط مجالها . 
تعريف © - 5 : 


الدالة ك تكون دالة كثيرة حدود إذا وفقط إذا كان يمكن تعريفها بصيغة على الصورة : 
كََ (س) ع- بي سرلهة + و مرله-١‏ +.. + سان ”و س >" + نان و سن + نحن 


ام م 


حيث له عدد صحيح موجب ء ناء ناوء ١...‏ نان أعدادا حقيقية . 


1 النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


نظرية © - ١٠.‏ :. 
دالة كثيرة الحدود متصلة عند ب لأى عدد حقيقى ب . 
البريعان : 
نفرض أن ك (س) أى دالة كثيرة حدود . تذكر من نظرية ه - 8 ونظرية ه - 4 أن الدوال المعرفة 
بالصيغة ث (س) ١>‏ وات (س) > س متصلة عند ب . بتكرار تطبيق نظرية © - 4 » الدالة ؟ س/ 
تكون متصلة عند ب لآى ثابت ١‏ ولأى عدد صحيح موجب م . ومن ثم فإن كل حد من حدود 
له (س) يكون دالة متصلة عند س . بتكرار تطبيق نظرية ه - »١‏ ينتج أن الدالة ك متصلة عند س, 
تعريف © - 7 : 
الدالة ق تكون دالة قياسية ( كسرية ) إذا وفقط إذا كان ق - الك حيث ك , ف كثيرق 
حدوة . 2 
نظرية © - :١١‏ 
'الذالة القياسية ق ‏ لك تكون متصلة عند كل نقطة ب بشرط أن ف (س) طو * 


ف 
البريمان : 
من نظرية ه - ١٠١‏ » كل من ك » ف دالة متصلة عند ب . ومن ثم اذا كان ف (س) 2 ٠‏ » فإن 
ق تكون متصلة عند سب وذلك من نظرية ه -5 . 


: ١78 - © نظرية‎ 


نفرض أن ب نقطة ترآم مجال د . التقارير التالية تكافء التقرير « الدالة د متصلة عند النقطة بس من 


نقط مجالها ) : 
4 كل جيه حتت ترس 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكلى س فى مجال د 
إس يه.|]. <ة هادرس) درن)|<6 
ف لكل عدد حقيقى موجب ع 
يوجد عدد حفيقى موجب ق' 
يحيث أن 


إ((سءص) 3 د|إرس ‏ )| <ة] «2 ((سءص)]||اس دا|<قةاء 
اص د (ت)|<ء) 


نظريات على الاتصال والنهايات ليل 

جما دري صدرريي 
(5) يماد رت +ه)-د). 
البرهان : ٠‏ 
بالتعريف » )١(‏ يكافء القول أن د متصلة عند س . ولهذا يكفى إثبات أن )١(‏ يؤدى | لل 0)ء 
(0) يؤدى إلى © » ©5) يؤدى إلى (؟) » (4) يؤدى إلى (0) . 

برهان أن (1) > (5) : 

)١(‏ تنص على أن لكل ع > ٠‏ » يوجد ة > ٠‏ بحيث أن لكل س ف مجال د » | س ‏ س|< ة 

يؤدى إلى | د (س) ‏ د (ب) | <ع . لتكتب 

كم | (سء ص)| |س بن |<ة)ء 

©»ه- زسء ص)|إ|س ا ب|<ةء|اص درب)|<8|). 

يجب إثبات أن . لكل 6 > .»يوجد 8 > .بحيث أن ى- 2 وبقول آخرء لهذين العددين 
عق رن ادي )دحيم وو وو دككل ع > .٠ء‏ نختار العدد 8 >. 
. من )١(‏ » ينتج 
ا ل ٠‏ ومن هذا ين ات أذ رن 6 رع )كا نه يزوس م نإن زا 
يؤدى إل (05) . 

برهان أن (7؟) -. (") : 

لكل ع > .»ء نختار 5 > . كلمعطاة فى (؟) . إذن لكل س .فى مجال د ».إذا كان 
| لدت فاك زم نزي )د عد لإا رتنع ف زض) ): 3ن وهذا بعنى أن 
| د (رس) 


ا لبد وأن تكون صحيحة لكل سس فى جال د وتتقق الشروط أ سه در لوف له 
ولهذا فإنه 


لكل عدد حقيقى موجب # 
إيوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 


اس د |<ة © إدسض) ده)|<ع 
عيت ارات اقط راع ال وج تإرنهت يكافه» مط رواكدرم . إذن (5) يؤدى 
إلى "7" . 
برهان أن 5) ح (8): 


إذا وضعنا س + ه بدلا من س فى كل مكان فى تعريف لي ا ل 


نحصل على 


اليل النبايات والإتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


لكل .عدد حقيقى موجب ع 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل سب + ه فى مجال د 
2-5 هيه | <ة إدر(ه+ب) درب)|< 3 
وهذا هو النص على أن نما د رب + ه) + د (س) . وبالتالى فإن  )5(‏ 5). 


برهان أن (4) 7 (1) : 

03 01 0 
إذا أزلنا » فى التعريف المذكور أعلاه للنباية جا درب + ه) - د (س)ء الشرط أن 
لا تساوى الصفر » فيجب إثبات أن 


| حت .:: 


اه .|ع-.عم إدت+ه)_دن)|<ع 
٠ -‏ فقط إذا كان ه ع ٠‏ . وفى هذه الحالة » 


إهاء 


درب + ه) - درب + .)- د(ت), 
ومن ثم |د زب +ه) ‏ د رب |- إد(ت) درت)|-. » وهذا أقل من أى 3 » لأن 
00 . ولهذا, فإننا تكتب 
لكل عدد حقيقى موجب © 
يوجد عدد حقيقى موجب ة 
بحيث أن 
لكل ب + ه فى مجال د 


< 6 حم إدت+ه) _دن)|<ء 


اه . 
وإذا وضعنا س ‏ ب مكان ه ء فإن هذا يصبح 

لكل عدد حقيقى موجب ع 

يوجد عدد حقيقى موجب 8 

بحيث أن 
لكل س فى مجال د 
إسدتس|<ة © إدس) ده)|<ع' 

وهذا يثبت أن (5) يؤدى إلى )١(‏ وبهذا يكتمل الببهان . 


نظرية ه - ١8"‏ : 
الكت اح طروي و لي لازي لوا 0 ير 


سن سه زر وان 


نظريات على الاتصال والنبايات وكا 


من الفرض : 
لكل عدد حقيقى موجب 16 
يوجد عدد حقيقى موجبا ١8‏ 


بحيث أن 


0ن عات ]| مودت ]اه ونيد ل 2 


لكل عدد حقيقى موجب 06 
يوجد عدد حقيقى موجب 5, 
بحيث أن 
(ب): ٠١‏ << أن عدي <ة, - إدرسص)- لم| <5, 
البرهان : 
: نفرض أن ل, + ل, . إذن توجد مسافة © > .بين ل, » ل, » أى أن 
لوحال 482 ١‏ 


بالرجوع إلى () و (ب) وبأخد 
05 يع نوه كام حامس رو كبرو كفي 


حا جد 


إذا كان 
ايت |س ب| < 8 : 
فإن 
:|إدص)-ل_| < حّء|دص)-لم, | 2 


٠. 
حم‎ 


6 


ومن هذا 

:إدص) ل,|+إدص)-لم|< يا +دي 
: إل -ه ص) |+ إدص) -لم ]| < يّ» 
الم جره ون هوك ل كه 

:ال -لم| < دع 


ولكننا بدأنا البرعان بفرض أن 


من اعد 


دل 


ا ود >> اه 
وهذا يستلزم أن ع< 5 ع ,أى +ع < ”5 ع ء وهذاغير معقول لأنع > . ٠‏ وهذا فإن 
فرضنا ل, + ل, يكون غير منطقى » ومن ثم يجب أن نستنتج أن ل, > ل, . 


ل النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


نظرية © - ١6‏ 
إذا كان نيبا (س) - ل, وان بسار (س) - ل,» فإن 
زم ححا رد تي ري 5ل 0ن 
ميان (س)-ل,-لى, 
6 اتحححي روي ريد 0 ل, 
:)ضما( 1131 عه 


س اسه نب ار 
الخنطوات التى تتبع فى إثبات هذه النظرية هى عمليا نفس الخطوات التى اتبعت فى إثبات النظريات 
المناظرة على الاتصال » وهذا فإننا سوف لا نعطى البرهان هنا . 
فى النظرية التالية الرمز ‏ ؟ » حا[ سيستخدم للدلالة على الفترة المفتوحة ( س <١:‏ س <ح). 
إذا كان هذا المفهوم جديد بالنسبة للقارىء » فإنه يمكن قراءة الجزء الخاص به فى الملحق . 
نظرية ه + ١6‏ 
نفرض أن د (س) < ر (س) < ع (س) لكل س 3 ]7 » ح[فيما عدا رما عند النقطة 
س >إب'3]؟ » ح[ إواأكنت الحم + ري سحت زوين 5ل + 
لإه لحار رهن ظ 
معطى لنا أن لكل 6, > ٠.‏ 8, > .ع توجد 8, > .2. قى > ٠‏ بحيث أن لكل 
س ف مجال كل من دء ع 
م#.<|إس د|<ة ب ووه الم 
ب).<إس دن |< قر © إدرس)- ل|<ة, 


ويجب إثبات أن 
لكل عدد حقيقى موجب ع 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
<٠‏ إس ب |<ة ع |إررس) ل|<»ع 
البرهمان : 
ذ:-لأى 6 > ٠.‏ » ضع ا 6 ع 4-6 8 - أصغر ( 0 قبا | ساس 


أت ح|) 


نظريات على الاتصال والنهايات كل 


إذا كان 

<٠: 5‏ إس بن |<ة 
فإن 

7 ]دارض) حال |<ة. أول هم < درس خالل +ء 
وكذلك 
اع ص)-ل|<» أو ل - ع < عرس) < ل +ع 
وكذلك 


4؛: د(س) < ر(س) < ع (س) 
من (3") » (4) نحصل على 
ه:ل- ع < درس) < ر(س) < ع(رس) < ل +ع 
5 :لس © < رإس) < ل +8 
:ار (س)- ل|<»؟ 
إذن » 
بار ردرس) - ل 
وس ليت 
قد يكون من العملى أحيانا استخدام القاعدة « نباية الدالة هى دالة النهاية » . فإذا طلب منا إيجاد 
: 5غ قاننا شه 50 5 5 ةَ خا ' 
اح 0 فإننا نستطيع إستخدام هذ القاعد كالان : 
بابس +50 -(نجبا وس + ع - ه"- ,.١١6‏ 
ا و ودك 1 


فى هذا المثال ( شكل ه -.” ) فإننا نوجد نباية تركيب دالتين . لتكن 
د -|(س »ص)|ص - س”" ]ءر > [(س» ص)|ص - س + ١]ء‏ إذن 
دهور-[(رسءص)]|ص - (س+']. 

فتن م فعندما تلع 


مجيبإرس + 6"( نجهيا(س + 0" 
س و3 


فإننا فى الواقع : نستخدم حقيقة أن 
د ا رد سصودل رون 


115 النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


مدى د مدى. ر 


شكل ه-م 
هذه القاعدة صحيحة فى أغلب الاحيان فى دراسة التفاضل والتكامل » ولكن يبمنا المرات القليلة 
التى تكون فيبا غير صحيحة . وقد استخدمت بطريقة صحيحة ف الناقشة التالية لشكل ه - 4 . 
لحجتتتا ري داور سححاا ا دوست 


لتكن د > ( (س » ص) | ص > لو س | ء ر > ( (س » ص) | ص - س" ) ؛ إذن 
ده ر - [(س » ص) | ص - لو س؟ )ء وهذا فإننا حين ندع 


بللاووس')-لوزمساس"') 
سس سمه . . ١‏ س[س لهم ١...‏ 
فإننا نستخدم حقيقة أن 


اسح رد اناري كدر حتح وازبو ام 


مدق 5 مدىدار 


نظريات على الاتصال والنبايات ١١/‏ 


001 


شكل ه- 4. 


ومن ناحية أخرى » فى شكل ه - ه لتكن ر > [ (س » ص) | ص > س | » 
د-إر(س. ص)|ص - ١‏ عندما س # . », ص - ١‏ عندما س > ٠‏ ). 

قاعدتنا ٠‏ نهاية الدالة هى دالة النهاية » لا تصلح هنا » لأن 

السحصاة ار بتر 2 لح 7 ل بارا 50 


و سد كد 
شحنا 


د واش كا وري اعورم جم 


مجال ر 


ل النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


وسوف ننص على ونبرهن الآن ثلانة نظريات توضح متى يمكن تطبيق 
ييا 8 اليس اه 
فى النظرية الأولى سنفرض أن د متصلة عند ر إس) وأن ر متصلة عند ب . فى النظرية الثانية سوف 
لا نصر على أن تكون ر متصلة عند س » ولكننا سنؤؤكد على أن رالا نهاية عند س . ف النظرية الثالثة 
سوف نؤٌكد على أن رالا نهاية عند س وكذلك أن د لما هاية عند ر (س) . 


نظرية © - ١5‏ : 
إذا كانت د ء ر دالتين بحيث أن 
ر متصلة عند النقطة ب ء 
د متصلة عند النقطة ر (ب) » 
وكانت ب نقطة ترآم مجال د ه رء فإن 
باد *ر)(س) > د( مار دس)) 
سن موانل سن لها ان 
البرهان : 
١‏ : ر متصلة عند ب 
د متصلة عند ر (ب) 
من نظرية © - ٠7‏ 
* : د ه ر تكون متصلة عند نس . 
' إذن:» من ("7) نظرية ه - ١١‏ 
احا رد وااروبكموور0 
ومن تعريف التركيب 
احكحح ردكدن ونع مسرو رمم 
ولكن حيث أن ر متصلة عند ب » فمن (7) نظرية. ه - ١١‏ 
سح زرو وي كه و سحاو وو 
سنغير الآن الفرض قليلا بالتأكيد على أن رالا هاية عند س بدلا من الاحتفاظ بالشرط الأقوى أن ر 
متصلة عند نس . 
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نظرية ه - /ا١‏ رشكل 28- 5) 
إذا كانت د » ر دالتين بحيث أن 
مسار إس) دا ىن 


سس حم ان 

د متصلة عند ح 2 

ب نقطة ترآم لمجال د ٠‏ رء فإن 

احج مك وي دلاخيد ور 


سنس مهار 


أب 
(د در)رسم) درحئم / 
عير عله م 
مدى د ور 26 مجالد هر 
9 
شكل ه- ع 
البرهان : 
حيث أن د مد متصلة عند جا 
5١‏ : لكل عدد حقيقى موجبع 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل ص ف مجال د 


|ص اح | <ة شاف 
وفيت أن بار زع جه 


1 النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


1 : لكل عدد حقيقى موجب ة 
يوجد عدد حقيقى موجب 6” 
بحيث أن 
لكل س فى مجال ر 

<إس | <5 ©>إرص)اح|<ة 
. ولكن ص فى )١(‏ هى ر (س) فى (5) » وهذا فبوضع ر (س) بدلا من ص فى )١(‏ 
*:|رس) ح ]| <ة © إ|دررس)) دحم]|<ء 
إذن » لكل نقطة ترآم س لمجال د ه ر 
4:. <إسن | <5 © ]|هدررص)) درصض|<ء 
وهذا بالتعريف هو التقرير 
« ا سيا و # وري تدر 


ولكن 

5: حت نبارر(س) 
1 سن ا 

إذند “* 


ار وخ يحي وري 
من (5) » (7) 
الم: عطاك 5 ر)(س) - د( بار دس)) 
سن بارت سس 
فى النظرية التالية سنؤكد فقط على أن د » ر لبما نهاية عند النقط المعنية . ولن نتطلب أن تكون أيا 
منبما متصلة عند النقطة محل الدراسة . 
نظرية ه© - ١8‏ : 
إذا كانت د » ر دالتين بحيث أن 
يي ال 
8 حح ‏ ر 0 
لكل س فى مجال د ٠‏ ر 
<|اس اد|<8 ل . <[|ررس) حاء 


نظريات على الاتصال والنهايات لحيل 


واذا كانت اب نقطة ترام اليو رء فإن 
ماده ر)(س)- بماد ص) 
سن جهن ص حم حى 
البريهان : 
١:(س)‏ تؤكد لنا أن 
لكل عدد حقيقى موجب ع 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل ص فى مجال د 
<|ص | <8 »© إدرص) ل|<ع 
” : () تؤكد لنا أن 
لكل عدد حقيقى موجب 8 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل س فى مجال ر 
<إ|س_ب|< شق إرس)ح|<ة 
إذا إخترنا 8 > أصغر ! 7 » 8 )ء ووضعنا ر (س) من (9) بدلا من ص فى )١(‏ » فإننا 
نحصل على ْ 
؟:٠‏ <إرضص) | <ة © إ|دررص)) ل|<ء 
ولكن حيث أن (ح) تؤكد أن ٠‏ < | ر (س) ‏ ح |ء فإننا نمحصل على 
٠:4‏ <إس ب |<ة © إدررض)) ل|<ء 
وهذا هو النص على أن 
©: نمسياد(ر(س))- ل 


سد ات 


وكن تامام وم سح دري + اليه إنن 
1: جا« 5ر)(س)- نماد ص). 
سس - ص ص 


كمثال لدالتين لا تحققان فروض نظرية ه - ١5‏ أو نظرية ه - ١7‏ ولكنهما تحققان فروض نظرية 
تب 3 

18م كرد (سء ص») | ص - كج | ,د >( (سء ص) | ص - ك١‏ 3 . 
إذا وفنا و بإقاه ميا ده © ر) (س) ء فإننا لانستطيع تطبيق نظرية ه - ١١‏ أو نظرية 


فل النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


م7 الك ر ليست متصلة عند اليج انا جار و ركادرق الليقة رلبمت عارفة 1 
الاريك 4 ةرام ارد ور 


جد 
سس 
ل هنا 
ر-0- 


وإذا كانت © - ١ء‏ فإن 

: م 3ن راون 
وهذا بي يعنى أن كل فروض نظرية © - ١8‏ متحققة . إذن » 
ححا رد عوارس > ححا د ري 


إن الشىء المدهش فى هذا المثال هو أن ١‏ لاتنتمى لمجال ر أو مجال د ٠‏ رء وكذلك ؛ لاتنتمى 
مجال د . ولكن . ؟ نقطة ترآم لمجال ر ونجال د « رء وكذلك 4 نقطة ترآم لمجال د . 


وفى الحقيقة , أننا لا نحتاج غالبا لهذه النظريات الكثيرة فى حساب التفاضل والتكامل اذا كانت كل 
النقط محل الدراسة تنتمى للمجال وكانت فى نفس الوقت نقط ترآم مجال الدالة التى ندرسها . 


وفى هذا الكتاب تجنبنا عمدا مناقشة النقط المعزولة فى مجال الدالة » لأنه يوجد إلى حد ما عدم 
اتفاق على ما إذا كان يجب أن تكون الدالة متصلة عند هذه النقط . وسنناقش هذه المشكلة الآن » 
باستخدام الدوال الآنية لتوضيح الفروق بين التعاريف امختلفة للاتصال . لتكن 


د-إرسءص)|ص- راساس 0]٠١*>‏ . 
ر-[(سء»ص)|ص - ١-١‏ عندما س ج< 2١-‏ 

ص ح ٠‏ عندما سنس 2 »٠١‏ 

ص - ١‏ عندما س © ]١‏ 
ع > ((س»ء ص) | ص - ١‏ عندما س عدد قياسى ) 

ص ع ١-‏ عندما س عدد غير قياسى ) 
ف - | (س » ص)| ص - ١‏ عندما س عدد قياسى ) 


نظريات على الاتصال والنبايات فقن 


-](سءص)|ص - -١عدماس‏ < -9, 
1 ص - صفر عندما س - ٠‏ , 


ص - ١‏ عندماا س > [١‏ 


مم2 


ع- | (س ء ص) | ص - ١‏ عندما س عدد قياسمى» 
ص - ١-‏ عندما س عدد غير قياسى | 
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حك 
شكل هدب 


0 

التالية . من المستحيل علينا رسم كل من ع » ف بدقة ‏ لأننا لانستطيع رسم خط مستقم 

ا د القياسية . بعض المؤلفين يقصرون الاتصال عند نقطة فقط على النقط «التى تكون 
نقط ترآم فى مجال الدالة تحت الدراسة . 5 


وتقرييا فإن كل التعاريف التى تعرف الاتصال عن طريق النهايات تكون. من هذا النوع . 


14 النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


تعريف بديل ؟ : 
تكون الدالة د متصلة عند نقطة ترام ب فى مجالها إذا وفقط إذا كان 
لكل عدد حقيقى موجب ع 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 ' 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 
| ساب]|<ة > |دزس) دضم|<ء 


هذا التعريف سيتفق مع تعريفنا للاتصال إذا طبقناه على الدوال فى شكل ه  -‏ فيما عدا عند 
الصفر للدالة ر . ولا يمككن حتى اعتبار أى من النقط المعزولة للمجال كبديل للنقطة ب وفقا لهذا 
التعريف » لأنهم ليسوا نقط ترام مجال الدالة وحيث أن التعريف المعطى يصر فقط على أن تنتمى ب 
للمجال » فإننا سنعتبر أن جميع النقط المعزولة للمجال هى نقط اتصال للدالة . وحيث أننا نتطلب أن 
تكون النقط الوحيدة س ف الفترة | س  ٠‏ | <ة من نقط المجال » فإن النقطة الوحيدة التى نعتبر 
أنبا موجودة فى أى جوار نصف قطره أقل من ١‏ للنقطة صفر هى النقطة صفر نفسها . 

الدالة ر تأخذ صفر إلى ر ( ٠‏ ) » ومن ثم فوفقا لتعريفنا فان ر تكون متصلة عند النقطة صفر . 

التعريف التالى الذى سنورده يتطلب أن تكون الدالة د معرفة على فترة مفتوحة تحتوى ب أو تكون 
ب نة ة نهاية لها . هذا التعريف لا يتفق مع تعريفنا ليس فقط عند النقطة صفر للدالة ر ولكن أيضا 
.... عند كل نقطة من نقط محال ع » حيث أن ع ليست معرفة على أى فترة . 


تعريف بديل اب : 
نفرض أن د معرفة على فترة مفتوحة تحتوى ب أو تكون ب نقطة نباية لها . تكون الدالة د متصلة 

عند النقطة ب فى مجالها إذا وفقط إذا كان 

لكل عدد حقيقى موجب 6 

يوجد عدد حقيقى موجب 8 

بحيث أن 
لكل س فى مجال د 
إس داتب|<ة» |ودرس) د دضم]|<ع 


بعض الملفين يقول فقط أن د يجب أن تكون معرفة على فترة مفتوحة ولايسمح للنقطة ب أن تكون 
نقطة نباية هذه الفترة . إذا فعلنا ذلك فان هذا التعريف سيتعارض مع تعريفنا عند النقطة صفر بالنسبة 
للدالة د » وعند النقطتين صفر » ١‏ بالنسبة للدالة رء وكذلك عند كل نقطة من نقط مجال ع . 


نظريات على الاتصال والنهايات حل 


سننبى هذا الباب بإعادة تعريفنا للاتصال عند نقطة فى محال الدالة . 
تكون الدالة د متصلة عند نقطة ب فى محاها إذا وفقط إذا كان 
لكل عدد حقيقى موجب 6 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل س ف مجال د ٠‏ 
ف حد انك | 2ع 5ك [درص) ددهم| 2ه 2 


ا 


الباب السادس 
تمهيد لحساب التفاضل والتكامل 


سنعرف فى هذا الباب النتيجتين الأساسيتين فى دراسة النهايات والاتصال . فمن وجهة النظر التاريضية 
يعتمد حساب التفاضل والتكامل على النبايات . وسوف نعرف التفاضل و«التكامل أولا بطريقة 


تقليدية » بإستخدام مفهوم النباية كسان 2« 3 سنعرفهما بطريقة جديدة مستخدمين الاتصال 0 
كأساس . ولكن قبل أن نشرع فى هذاء سوف نبحث عملية الجمع . صمم نظام اثفارين التالى 


لتأسيس مفهوم للمجموع يجعل تعريف التكامل أكثر سهرلة . 
جساللة 
مجموع خمسة أعداد يمكن كتابته كالاق -_ 


كاردا جل جل جل جل 


أمثلة : 


4 مدر بوبم بوي.دام 
له ع ١‏ 


02 
6 لاع ر+ ع +وجوربوود 
“لت 


د 6 به 

اكتب 4 ب . لاتضيع وقتك فى إيجاد المجموع 
لهع زلم 

0 

*:70 75 37 

6 


5-5 : الرمز رك , أن يقرأ مجموع أن, بحيث تأخذ ده القم من ١‏ إلى ه » . مجموع له" من 


1 
22035 


له > ١‏ إلى له > 4 هو 


1 
5-8 بعك بمب 5د ,م 
له > ١‏ 


ايقل النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


ماهو مجموع لم" من له > ١‏ إلى له  -‏ ؟ 
0 
4 الاك ركاب ركبم د كور 


١ لدع‎ 


5 - ”" : كل مجموع فى هذه الدراسة يكون دليله الجمعى إما عدد طبيعى أو عدد صحيح غير 
سالب 
لم 


سترمز لدليل الجمع فى . 5 أرم بالرمز لهء ونقول أن نه هو دليل المجموع . 


5 
فى 0 ب »ء الدليل يأخذ القبم من ١‏ إلى ا 
ع ١‏ 


"1 


4-5 : مجموع لكشا من نه > ١‏ إلى له - * هو 


١+ ١ +‏ زل+؟ ربجم ص ع وم 
8 لم 1 مده 008 ا درك طه 
324 ع وي ا ا 3201 1 
3 
ما 2 ا من هع ١‏ إلى دهع م ؟ 
مو يرع دان إلى 
كر ان + 55 ب( #كب(؟ م5 ١+‏ .١ل‏ لاع 
اح اللس كمه | مم حم 1 ا ال 00 ١‏ سا --0-32 0 0-20 ممم 
1 ا ا 22 ل قن 1 م 


يلاحظ أن هذا هو نفس المجموع الذى أخذ مجهوداً كبيراً من أشيلس ف الباب الثانى. هذا المجموع 
١ 2‏ 
عد ع دض 0 


١ 


ماهو مجموع لي - َ 


4 


تمهيد لحساب التفاضل والتكامل ١/8‏ 


نحن نعرف أن هذا المجموع يساوى ؟ لأنه يساوى 


به - ١‏ 3 
5 - 5 : يمكن إستخدام أى حرف كدليل للمجموع . . 
7 5 5 له 
5 2 ل؟ - ٠‏ 
ك2 ١‏ 4 0 


كل هذه المجاميع تمعل "١‏ + 59 + م35 + ني + ان , 
عبر رمزيا عن المجمووع 
ل ل ا ا ا الما 


بأدلة متعددة . ش 0 


له ني 
عدت عق 0 54 5 


أو بأى حرف آخر يستخدم كدليل . 
5 - 7 : قاعذة أساسية للجمع هى : 


00 9 + 
20 6 ورك وش كك 


و 
شال فى )8 ضيه عل وموم سورع 


14 
- كِ 5 
0 7 + رك ك 


- + ع +م+5م +( + ربعم بم - ص غ: 
03 1 
ماقيمة 0 ول؟ + ول ؟ 
,0 
4 ل"7+ 2 ول - وو + ع ++ ”م +ع +يى دم 
ل >1 ل ١‏ ٌْ 0 


8-5 : مجموع غير عادى الشكل هو : 


أ 
4 ؟ حد” +" +" + ؟ + 5 ع ١١‏ 
ء ١‏ 


٠ 


1 النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


517 5 + لم ؟ 
0 1 
4 4 عورم وام داحم اسوانه أ ومصدئع 2 
0 ل 


وو حم 


يمكن أيضا إيجاد هذا المجموع مباشرة كلاق : 
ع +4 + + س7 -؟؟ 
5- 4 : خاصية أخرى للمجموع : 


ل 


1 


و 


0 


: اه 51 
أوجد قيمة ام 
م-١‏ 


ل 
مكده رك ك عد ه١١‏ ++" - 6م 


ُ 1 
0 م“ - م ((+ع+و+و5لمع.و 
3 1 ْ 


3٠١ - 5‏ : فيما يلى قائمة من المجاميع . غطى الطرف الأيسر من كل معادلة وتحقق بما إذا كان يمكنك 
5 


ع عاج ديا اي مب 
١‏ لكل د ١‏ 
0 ع ل ا 1 لسك 

0 الا 

ارك ل+3 ذخ 50 


'.لاحظ أن حاء ىء ه تمثل جميعها نفس المتسلسلة . 


5 
و: بك نقذ صدووم عه وومر لع عه 


تمهيد الحساب التفاضل والتكامل وا 


1 1 د 1ت 00 
9 0 7 ام م ا ا 7 
عل ياس ل وي 0 
ج ا ل و ورور مر 


0351-5 لاعس وقويت #حيبي عساوو سد 7 ٠‏ ) وول إلى 
الصفز ء ومن ثم فهى لاتؤول إلى ل ٠‏ . 
ومكن أن نكون منها متتابعة » تسمى متتابعة لمجاميع الجزثية » التى تقترب من ل وذلك بوضع :” 


- --- ل 


١ 
ك2 0 مد سا ص فيه‎ 
0 آله د بر ع لرش‎ - 3-1 
مو ا دامر انق و مو أ م اااي‎ 
١ 


وبالتلى فإن متتابعة المجاميع الجزئية هى : 
052 لعي ونح 52077757 م 


ل 
وكل حد 1-0 من حدودها جموع جَرَق اوتبابة هذه المتتابعة تساوى 9 أ أن 


هم ل 3 


١ 
أك أو‎ ٠ سيد نذا ااا‎ 


كون متتابعة المجاميع الجزئية للمتتابعة 


وسو ا 0 لا 6 


١ 3 : ْ‏ 
ف لنب لالس 7 5077 1 ...0 


تعريف " - :١‏ 
إذا"أغطينا المحابعة (ان ) ٠.‏ (نه ع سن) ١‏ سن دن احيث لاعلا ااظيي ] ع فإطااككنا 
تكوين متتابعة أخرى بالطريقة الآتية : 


حر 1 ل" 
حم دان اك دام 


عدا ال ام ا 


حا 15 + أ] لكان مال + أنه 


كفن البايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


دم 
لمتتابعة ( ح.,) > [ (نهء ص) | ص -: 4 وء حيث له عدد طبيعى ) 


تسمى متتابعة المجاميع الجزئيه للمتتابعة (أن) . 
مجموع المتتابعة (أن) هو نهاية المتتابعة (ح .) . 
قبل الشروع فى تعريف التكامل سوف نعطى تعريفا للفترة المغلقة . تكون الفترة مغلقة إذا إحتوت 
نقطتى نبايتيها . خلال هذه الدراسة كانت جميع الجوارات التى استخدمناها فترات مفتوحة . 
إذا أضيفت نقطتى النباية للفترة المفترحة تصبح فترة مغلقة . الجوار ج (0) لايتضمن نقطتى 
الفقاقه1 0+ . لكل نقطة فى هذا الجوار يوجد عدد كبير 2 لوطب باينا التى 7 تقع على كلا جانبى 
النقطة » ( مثل مراعى .الماشية 3 المفتوحة فى الغرب ( أى ليس ها سياج ) ).. 
فى الغعرة المقلقة بيمكننا تحديد نقظة ق هذه الفترة وأن تقول هذا”هو اللنه الأمن الهذه الفترة 
( مثل مراعى الماشية المغلقة ( أى لها سياج ) ) . 
الجوار المغلق ج' (0) يتضمن كل من النقطتين 54 » " . فى الفترة المغلقة يمكننا التتحدث عن 
النقطة ”2 المفتوحة لايمكن التحدث عن التقطة الأكين. 
مفال : 
سود ا 
إس | <٠‏ س < ”] عبارة عن عن الفترة المقتوخة ] ٠‏ » 2[ . 
ماهى النقطة الأكبر فى الفترة المفتوحة ج, > ]1105 لك 
ل١ابرجد‏ مثل هذه التقطة ؛ وكن + ه القطة الأكير فى ار امغلقة [ 4 ».4 ع - ج؟ (0). 
ببممو اكب ١‏ اعون 11 رونا لي اكه يرن ادو و 
] 01112 : 


ومفهوم التكامل تطبيق على مفهوم النهاية التى كانت مفيدة إلى حد كبير فى حساب التفاضل 
والتكامل اورمد كو نت سد سورب 


أفضل . 


١ - > شكل‎ 


تمهيد لحساب التفاضل والتكامل م١‏ 


لقد إبتدع أشميدس 78107 - 5١7‏ ق . م) طريقة التقريب المتتالى الحساب مساحة الدائرة . فقد 
رسم مضلعا منتظما » سوف نرمز له بالرمز لي » داخل الدائرة وأنطر مهن :> 10نم اسم 
مضلعا منتظما ل ووبلعيقض عدو الطيفات حانج الدائرة.مساحة المضلع لن, تكون أقل من مساحة 
الدائرة التى تكون بدورها أقل من مساحة المضلع الخارجى لن . 


وحيث أن ريدس كان يعرف طريقة ايجاد مساحة كل من لْر, » 1 لأى عدد له من الأضلاع 2 
فقد كان بإستطاعته خساب مساحة الدائرة لأى درجة يريدها من الدقه وذلك بتخصيص الوقت اللازم 
شابها .. 

وسوف لانقوم هنا بحساب مساحة الدائرة » ولكننا سوف نحاول معالجة مسألة'مشابهة وهى ايجاد 
المساحة' تحت منحنى . 


إفرض أن لديناه م: منحنى المعادلة ص 0 2( 
ل الطب سس د لاد 
وحتى نكون أكثر دقة » ماهى المساحة المحذودة بمحور السينات والخطين المستقيمين س - . » 
س - ١ه‏ والمنحنى ص - س" ؟ 
المساحة من صفر إلى ١‏ ( سين سس ا 


عليها بتقسم الفترة المغلقة ]١ » ٠‏ إلى الفترتين الجزئيتين ين [ ٠٠١‏ ] و21١١‏ ] وانشاء مستطيلان 
مستخدمين الازتفاعات عند نققظ نبايتيبما اليسرى ١‏ الاشكل + 5 1 


١-5 شكل‎ 


3-5 النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


والمساحة ح١‏ ار سمح امكو اكه 11171 ]١ه‏ 
[ ل ١ ١‏ ] بإتفاعين صفرء 1 عند نقط تبايتههما الهنى ( شكل 8-5 ) . 


شكل 5.- م 
وبتقسم الفترة [ ١ ٠ ٠‏ ],الى ثلاث فترات جزئية متساوبه هى [ ٠ ٠‏ ل ] ٠‏ [ 2 » ب ] ) 
ركهيا ١)‏ عسو صل رسكل تحدم نوم : 


٠ 4 ١ ١ ١ 


ات ف ال ييه 


تمهيد لحساب التفاضل والتكامل وين 


شكل ١5-ه‏ 


دوي د مزل 


٠6 ١ 7 3 ١ ١ ١ 
صفر 0 0 و ار 4< لكك )كك شك < لدع‎ 
8 - 2 2 حك‎ 3 9 0 - 8 
١ 5 ١ ديا‎ ١ ١ 
1 للك عو ) ندر د لام عه ارت م‎ 
(١ 3 2) 3, 0 3 00 ف‎ 


1 النبايات والاتصال ؤ, حساب التفاضل والتكامل 


وف لاحي يسوي سيت كني 
مجموع مساحات المستطيلات المنشأة لياه الأضلاع اليسرى كإرتفاعات وتكون أكبز من “أو 
تساوى جموع مساحات المستطيلالات المنشأة بإستخدام الأضلاع العنى كإرتفاعات . 


تمهيد الحساب التفاضل والتكامل يغنا 


إفرض أن بن التشاحة التى حوزيي 3م00 بتقسم الفترة [ ١ ٠ ٠‏ ] إلى له من الفترات الحزئية المتساوية 
وجمع مساحات المستطيلات المنشأة بحيث -- الفترات الجزئية قواعدها » وارتفاعاتها تساوى قمم الداله 
عند الأطراف اليسرى للفترات الجزئية . إفرض أن م المساحة التى حصلنا عليها باستخدام نقط 
الأطراف الهنى الحساب الإتفاعات ( أنظر شكل + -و 6 إذن 


412-62-3 


يمكننا تكوين متتابعتان 
فوب دقرا مه 
527 0 ا 5 0( 
١ 2‏ ن 97 
٠:١ 2‏ 7 ل 0 ( 


لايجاد نبايه هاتين المتتابعتين سوف نبحث سبلوك الحد العام لكل منهما. 


الوومس . سول مهام ١‏ 
+١ -‏ ف" + 5" + ...+ رحج 
ا 
ل ا 0 كانم 
-25 9 7 5 ( 


لكل النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 

ولكن 

51 31 بذاك 0 0 
5+5 +... + ك' - ج رك + 0 ك + 


لأى عدد طبيعى ك » ومن ثم 


الم 8 ا محسكلة 11 0ن هسالة . 
6 زتهت 47١‏ 2 
بالمثل 
2 ا ا ا 
0 0" ++ ا 00 
١ ١‏ 03 له ١‏ ؟ ل 
ا ل ل 0 
نلك زم 3م نشك 1 لظهكة 
5 3 5 له 


نحن الآن فى وضع يسمح لنا بحساب المساحة ح! تحت المنحنى ص - س" من صفر إلى ١.‏ . 


25 0 1 لفت 2ب اله + 8+ ١‏ 


لدعم من الوح سه من ال الك ن) هو همهم : آل" 


وبالتالى فإن المساحة ح' < 2 


سوف: نحسب الآن نباية متتابعة المجموع الأدنى 
(«ه- 50 له-0 


0 هو ووه‎ 5 ١ ٠ 
م 3 0 4 م(‎ 6 0) 
الآنء‎ 
06 الى - (ل4 نمه ١غ( زها ل4ت‎ 
ل مه مم رو حه مه أن اا‎ 


تمهيد لحساب التفاضل والتكامل ينل 


١ ١ ١ 
1 
العو ادي‎ 


وبالتالى فإن 1 تساوى 2 

فى هذا المثال » المتتابعتان ( ع, ) و ( م ) تؤولاك إلى نفس النهاية التى تساوى المساحة تحت 
المنحن 

وفى الحقيقة » إذا كونا متتابعة ( م ) مجاميع مساحات كل المستطيلات المنشأة على فترات ري 
متساوية بإختيار أى نقطة سر داخل كل فترة جزئية لتحديد الاإتفاع د ( س, ) للمستطيل الذى 
قاعدته هذه الفترة الجزئية » فإن نباية هذه المتتابعة سوف تكون المساحة تحت المنحنى . 

سوف نستخدم هذه الملاحظة فى صياغة « تعريفنا » للتكامل المحدد . 

اعتبر دالة متصلة ( ( س » ص ) | ص - د(س) » س 3 ح ] معرفة على الفترة المغلقة 
[؟» سع . سنقسم الفترة [! » س ] الى له من الفترات الجزئية المتساوية: ( شكل ٠١ - ١‏ ) التى 
طول كل منها 


سس 20 
اتوي ١ ١|‏ إسر| سم ات | 
تبت دون لملم)ماس اجرؤس 8د+رر_ل)وس *+"_#4س]| م 
“'+(له ١ا)لى‏ س : ٠‏ واس 
1 ش شكل 1١ -5١‏ 
ثم نكون المجموع 


دا 3 د 0 + 
عدار داس 5 دار )لذ سن ل ا رك ياك بك 


له 

 -‏ د (سر) هك س 

5-2 

بحيث سر تقع فى الفترة الجزئية رقم رء 
ذ*+ر-١)‏ مس ح سر < 5+ر اس 


14 النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


إننا بذلك نقرب المساحة تحت المنحنى بنفس الطريقة التى استخدمناها فى الأمُثلة » فيما عدا أننا 
نسمح الآن بأن تكون س, أى قيمة س ف الفترة الجزئية رقم ر بدلا من نقطة الطرف الهنى أو نقطة 
الطرف اليسرى . 
الجاميع م » له > 2315201 9ء 000 » تكون المتتابعه ( 6 ) اع مساء محده ). تهاية” 
هذه المتتابعة » بام » تفسر على أنها التكامل المحدد للدالة د من ؟ الى ب ويعبر عنه كتابة على 
نم هم مخ الم 
الصورة 


1ه (س) > س . 


ولن نستبلك الوقت لتعريف التكامل المحدد بشكل أكثر اكتالا » ولكننا نعتقد أن هذا التعريف » 
. القاتم على حساب المساحة تحت المنحنى » سوف يساعد الطالب على فهم التعريفات الختلفة الموجودة 
فى كتب حساب التفاضل والتكامل . ْ 
عندما نتعامل مع الدوال الموجبة والمتصلة على مجال الاعداد الحقيقية والتى مداها مجموعة الأعداد 
الحقيقية » فإنه يمكن تفسير التكامل المحدد على أنه المساحة تحت المنحنى » ويمكننا كتابة : 
+ وجوه كير 
هه نم جه مومع 


0 
له ر ١‏ 


الف دس |, درس) ءوس 


+٠ 


حيسا 


ور دس < س, < 1+ر كه س 
( أنظر شكل 0-5 )١١‏ 


تطبيق آخر لمفهوم النباية يتمثل فى إيجاد ميل الخط المماس لمنحنى عند النقطة ( س » د (س) ) . 
إذا يمنا الدالة المتصلة د » فإننا نحصل على منحنى أملس . وسوف نطلق على خخط ما « مماس 
للمنحنى »© إذا كان له نفس ميل المنحنى عند نقطة اتماس . فى شكل * - ١١‏ رسمنا خط مماس 
إلى جانب عدة خطوط قاطعة . فى هذا الشكل الخطوط القاطعة هى الخطوط التى تقطع 
المنحنى فى نقطتين . الخط المماس يمس المنحنى فى نقطة واحدة فقط وميله هو نفس ميل المنحنى 
عند هذه النقطة ومع أنه من الواضح أى هذه الخطوط هو الخط المماس ٠‏ ولكن هناك صعوبة 
بسيطة فى تحديد ميله بالضبط . 


إفرضووأننا ترعت ف مغرف ميل لظ المادو لتحي [الثاالة آذك وس اض) صيرت س؟ |غند 
التففلة ١‏ 8]). 


تمهيد لحساب التفاضل والتكامل 14١‏ 


١؟-‎ 5١ شكل‎ 


فى شكل * - ١8‏ قمنا برسم الخط المماس وثلائة خطوط قاطعة : الخط القاطع الأول مر بالنقطةة 
٠ ».(‏ ) وكذلك بالنقطة ( 7 ء 4 )ء وبالتالى فإن ميل هذا الخط هو ل ء أى " 
لحم : 


ذل النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


لاساو الح د و 0 


لقد أوجدنا ميل الخط القاطع بأخذ الفرق صن ب بين العنصرين 2000 
-٠1زن‏ ع5 بين التفصري اللي للرواج للزية + ذلك تسصطيع أن :15 09091 نر اللي 
المار بالنقطتين ( س » ص ) و(؟» ا): 
٠‏ الع 
ومع ذلك » فإن هذه المعادلة لايمكن استخدامها للخط المماس . فإذا قبلنا حقيقة أن ميل الخط 
القاطع المار بالنقطة ( ١ » ١‏ ) يكون أقرب ليل الخط المماس عن ميل الخط القاطع المار بالنقطه 
ش ( ٠ ٠ ٠‏ ) ء وأن ميل الخط القاطع امار بالنقطة ( ١‏ » 4 ) يكون أكثر قربا » فإننا نستطيع أن نفترض 
ا ان نباية ميل الخطوط القاطعة عندما س _. '" يكون ميل الخط المماس . 


إذا سلمنا بهذا » فإن ميل الخط المماس عند النقطة ( ” » 84 ) يكون: 


مبهنا دص)- د66 
س لم م سس ل 9 


3١-5‏ : باتباع نفس الطريقة ٠‏ أوجد ميل المنحنى | إ(س » ص) | ص س" ) عند النقطة 
١ 66»5١‏ ). 


حي احج 1 دجاس +4 -م 
سن لم عم سل 8 0 سن لهم ع 


17-5 : ماهو ميل المنخنى [(س . ص) . ص.- س”] عند النقطة ( )1١ ١‏ ؟ 


0 ا حلم ١‏ جح ماس + دأ 
س م1 س ١‏ )اس لم ١‏ 


اللسلماليلدد سد 


١4 - 5‏ : إذا إفترضنا أن نفس الأسلوب يمكن تطبيقه على دوال أخرى , فما هو ميل الخط المماس 


5 عع‎ ١ 
., _ با ضح © ضخة‎  !! يت أن يسا ل طعا‎ 
ا ال سن لم م س سم‎ 


00300 هذا الإتجاه البسيط للتعليل كان مفهوما صعبا استنفذ جهدا فائقا للوصول به إلى صورته البسيطة 
الحالية . 


تمهيد الحساب التفاضل والتكامل ١1‏ 


ود+ده دؤدهيى 


له )) 


20 
شكل ١١-5‏ 
فيل :الفط المدائن كبس >دالة. هو مشتقة هذه الذالة غسوية عند اتقطة لفاس ++ 
سوف نعطى الآن التعريف الألوف للمشتقة . فى شكل + - 1 ء وضعنا هات س 7 '" 
د(] +ه) د(١)‏ بدلا من د (س) ‏ د( ) »ء وبالتالى فإن ميل الخط المماس عند البقطة . 
(؟ » د(١))‏ يأخذ الصورة ْ 


ه هه ل 


م ج: وله د 


تعريف 5 - 7 : يقال للدالة د المعرفة على الفترة المغلقة [؟ » س ع أنها قابلة للتفاضل عند" 
س 3 [؟» س] إذا وفقط إذا كانت النباية ا * (س + ش) ‏ * () موجودة . 


هذه النباية تسمى « مشتقة الدالة د عند س » ويرمز لما بالرمر ك:(س) 2 
5 - 18 : إفرض أن د (س) > س" + ١‏ . أوجد مشتقة الدالة د عند ؟ . 
د 0 5ل 

ل 0 د(؟ + ه) د )١(‏ 

اي اي بي ا 


0 (م+5دره+5ه'5_+هم؟5 + 2 +0 
ه حه . هم 
00 1ه + هده" +ده5ا 
اه حهم . هم 


دبا ١‏ +5ه +ها) - ١١‏ 
اه سه ١‏ 


9 


ل النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


15-5 : إفرض أن د > ( (س » ص) ص - لل » س حر ) . أوجد 5 (0). 


عدت 1 ع 
ع 4 1 لان 
5(ه) - دزه + ه) ‏ د (ه) 
هد عم 5 ه 
١‏ 1 
هه +ه 0م هس (ه +ه) 
اسه ل 
١- 0‏ انر ١‏ 
هله . 76 + م هل 5*6 


١/57‏ : ماهو ميل الخط المماس للمنحنى ف (س) > س" + س + ١‏ عند النقطة 9- " , لا) ؟ 


اه ميق انف الممان نذا وك عاج مه بنساطة ف داعم 
اه سوال ه , 


0000 0 هه +هك')_ لا 
ه حه ‏ ل 50 


جا ه+هم)- - ده 


اه ح- ل 


مشتقة د - ( (س » ص) | ص > س" ) عند .نقطة س فى مجاها . 
د (س) - 1اسء 


لان 
0 5 
91 6 درس + ه) ‏ د (س) -. (س + هم) ل س 
هد رسع اع 75 همه . ه 5 
؟ 


لاحظ أننا يمكن أن نستخدم المعادلة د (س) - ؟ س لتعريف دالة جديدة 
قيمة هذه الدالة عند أى نقطة سب فى مجالها تكون د إس) » أى مشتقة د عند نس . 


تمهيد لحساب التفاضل والتكامل 2 ١40‏ 


5 - 19 : إفرض أن ف - ((سء ص) | ص - س" ] . أوجد ف (س) . 


فهة(س) - #اس"2”5 لأن 


هه جه 


ه 


س” + م س” ه +8 سه" +اه" اس" 


-دما(*س"_+8سه+ه"')- ٠8س"‏ 


36-5 : أفرض أن ى (س) - س؛ . أوجد ى' (س) . 


ئ (س) - ؛ س” , ' ل 


س1 


س4 + و س3 ه + 5 س5 هم" + : س ه” + هك س4 


هل 


/ م 1 ؟ اه" 
ل لل ل ل ل 0 م و 


7١ - 5‏ : الأطر من 5 - 7 إلى ” - 4 توضح أنه : 
إذا كانت د > ( (س » س") ]ء فإن 5 - إ(سء؟ س)]ء» 
وإذا كانت ف - [(س »س") 1 ء فإن ف > [(سء #اس"5) 2 


وإذا كانت ى > | (من » س؛) ] » فإن ئ > [(س 4.2 س") ) 


هذا يقودنا إلى أنه 


إذا كانت د >[ (س» سا ]ء فإن 3 - ((سءلهءس* ))١‏ 


برهن صحة هذا الفرض » ف حالة.ماإذا كان له عددا صحيحا موجبا . 


توجيه : 


إذا كان له عددا صحيحا موجبا » فانه باستخدام نظرية ذى الحدين » 


نه ب 
وس جام)له سا س لت ان ١هاي4‏ 


التى تحتوى على قوى أكبر فى ه ) . 


لهلله - )2 
3 


لو؟ م1 + ( عدد محدود من الحدود 


145 النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


90 508 درس + ه) ‏ د رس) 
درس م ا 


- بوره 0 له -؟ 5 6م قن 
م (س + له س هج ”5 اس ها + اس 
2-6 5 هم 


أ _- له وله - ١‏ _-؟ 
00 - ابرتي اجو 


وحيث أن جميع كثيرات الحدود دوال متصلة » فإنه يمكن التعويض عن ه بالقيمة صفر مباشة . 
وبالتالى » فإن جميع الحدود تتلاثى فيما عدا الحد الأول . إذن 


١-هل‎ : 


ع هه (س) ح له س 
أى أن » 


د -[(سع هسه )١‏ )| 


“7 وبالرعم من أن التفاضل والتكامل لهما تاريخين مختلفين » ا أنه قد يبدو أن التعريفات التى أعطيناها 


غير مرتبطة » فإنهما فى الحقيقة مرتبطين بالنظريه التالية : 
إذا كانت د ء ف دالتين متصلتين على الفترة المغلقة ١‏ , ء ] بحيث أن د (س) - ف (س) 
لكل س فى (* . ىع ء فإنه لأى نقطتين ب . ح ف الفترة [؟ , ع] ء 
سيل 


|[ دس)ءس-ف )ف ن). 


هذه النظرية تربط بين التفاضل والتكامل بطريقة تسمح باعتبار كل منهما العملية العكسية للآخر . 
الدالة د تكون مشتقة الدالة ف عند أى نقطة فى الفترة » وتكامل الدالة د من ب إلى ح يساوى 
الفرق ف (ح) ‏ اف (ب). 
وفى ختام هذه الدراسة » فإننا نزغب فى تعريف المشتقة والتكامل دون الاشارة إلى النبايات إطلاقا . 
وحيث أنه سيكون إشتقاق مستقل بذاته » فإننا سنعيد صياغة بعض التعريفات . 
وسنعرف ألا الاتصال عند نقطة س ف محال الدالة الذى يكون مجموعة جزئية من مجموعة الأعداد 
'الحقيقية إلى الأعداد الحقيقية . 
تعريف ١‏ : 
تكون الدالة د متصلة عند نقطة سب فى مجالها إذا وفقط إذا كان 
لكل عدد حقيقى موجب 6 


يوجد عدد حقيقى موجب 0 
بحيث أن 


لكل س ف مجال د 
إذا كان سانا <قل فإن د(س)دادرتب) <ع 


تمهيد الحساب التفاضل والتكامل ١47‏ 


تعريف " : 

يقال للدالة أنها متصلة إذا وفقط إذا كانت متصلة عند كل نقطة فى محاها . 

تكون الدالة غير متصلة عند نقطة فى مجاها إذا لم تكن متصلة عند هذه النقطة . 

وتكون الدالة غير متصلة بالتأكيد عند النقط التى لاتنتمى جالها » ولكننا سنقصر استخدام 
المصطلح ١‏ غير متصلة © لنقط المجال' التى لاتكون عندها الدالة متصلة . 

وسوف لانناقش الاتصال عند النقط التى لاتنتمى نجال الدالة . 
تعريف " : 

أفرض أن د » ف دالتين معرفتين على الفترة المغلقة 1؟ » '6) كرادت يرق للدالومد 
النقطة س 3غ » 5 ع إذا وفقط إذا كانت الدالة : ش 


5 4 > ((س ء ص )| ص - 2 لصاح لضا :عدا بن جب » ص - صفر عندما س -  ]‏ 


متصلة عند النقطة ب . 


تعريف © : 
أفرض أن د دالة متصلة على الفترة المغلقة [ ؟ » ع ع . تكون الدالة د قابلة للتفاضل عند نقطة 
ب 3 [؟ » 5 ] إذا وفقط إذا وجد عدد حقيقى وبحيث تكون الدالة 
نح إرسء)صض) ص > د(ب) +و(س د ب)) 
مماسة للدالة د عند النقطة ب . العدد الحقيقى ويسمى مشتقة الدالة د عند النقطة ب ويرمز لها 
بالرمر د (ب) . 
تعريف © : 
أفرض أن د دالة متصلة على الفترة المغلقة ‏ » 5 ع . الدالة ف تكون مقابل مشتقة للدالة د على . 
الفترة 12 ع إذا وؤفط إذا كانت ف إنايلة للتخاضل عند جبيع النقط س التى تنتمى نجال د » 
ف>|(ص) > د (س). 
تعريف " : 
أفرض أن د دالة متصلة على الفترة المغلقة [؟ » 5 عءإذا كانت ف أى مقابل مشتقة للدالة دء 
فلأى نقطتين ب ء ح ف الفترة [؟ » * ] يسمى الفرق ف (ح) ‏ ف (بس) تكامل الدالة د بين 
مس » ح »ء ويعبر عنه رمزيا كالتالى : 


د 


1 د ر(س) ءاس 


مه 
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طريقة أخرى لتعريف حساب التفاضل والتكامل بإستخدام الاتصال كأساس » تتمثل فى تعريف 
النباية من الاتصال ومن ثم تعريف المشتقة والتكامل بالطريقة التقليدية . وسنقوم الآن بتعريف نقطة 
الترآع ونباية الدالة بإستخدام تعريفنا للإتصال عند نقطة كأساس . 
تعريف لا : 
تكون النقطة ب نقطة ترآم مجال الدالة د إذا وفقط إذا كان كل جوار مثقوب للنقطة ب يحتوى على 
الأقل نقطة واحدة من نقاط مجال د . ش 
* تعريف 8 : 


7< يقال للعدد الحقيقى ل أنه نهاية د (س) عندما تقترب س من نقطة ترام ن مجال الدالة د إذا وفقط 
0,7 إذا كانت الدالة 


- الم 0 


: ف > [(س » ض) ' ص > د (س) عندما سن ب ء ص - ل عندما سن ات ) 


متصلة عند النقطة ب . 


الثقارين 
أوجد كل من النبايات التالية : 
-١‏ صا( ص-) ٠‏ نم#ارس"- #8 س + 0) 
من حدداع ١‏ عن كه 
ا با" ل؟ :حال 6:2 » 5 - هابا وهس"5+#س5+5س+) 
سمام س لم ١-‏ 
0 ِ و 002 1 كاسما 
وله ٠و"‏ +5 ص مه سم ص + " 
١ 0‏ 
١ 00‏ س انكللء كنمف 00 “اس + ه س 
س لهم »" س ل ١‏ 1 سس لها ء س 
كنا ا 
ان ست ةك 4ك 3 


ك سم .ى ك" جاده ك 


ن 03 7 17 ١‏ 
+ + 
00 | سس 4 س ١١‏ سس" + س قحلا 7 7 


س اماه سن 
21ت دا 
١‏ :حبياا 2 7ك ا اككككتتلة 1 مالسل 
و هع هآ س له ١‏ س + ١‏ 


: س' اس - "١٠‏ : س' + ؟ س - ” 


س لهم دع س + 54 س لهم ١‏ س ل ١‏ 
5" 
1-6 ا س + 7 00 و" - "و5171 
س م اسم س”" + لا اس + ١١‏ وم ؟ ول ؟ 


5 ١ 
ب متا لا 7 ل اانا د سينك‎ 
ضح الهم ندا" ص + ” سن عله ب س5 7 سن لس"‎ 


57 
اشح 3 ا 0 . 
ص له ١‏ ص ١‏ سن م بو س + 5 
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3 ١ 
نمباص - كك ااام ل *؟ له‎ #5 
4+ ص يي م ص ل ”5 لله ول" ده ل‎ 
1 لكك الل اش‎ 
س لم . #اس داس + / م20‎ 
( ١ الأب ححا ف اينات‎ 
سس م .ا س8 اس داه س5 + سه‎ 
هد بلا "5س لل الام شكلة‎ 
22 + س.مه وخ م س + 9 ع افيه بح ون‎ 0 
ك دام‎ ١ + : 
لصح شاك‎ ١ ا ك ة ند‎ 
”_ و ووس 0 سه +هس ع4‎ 
لك ا‎ #7 "١ عاك"‎ 
ها 2 للكت ال اعطاق‎ 
ك م دي كك + م‎ ١ ده اك ادم‎ 
١ 
امافل يح عد كا بن ماوت ا‎ 
١ + س له +4ده»ه م اس" + " س سه +4د©» س»> + س‎ 


“”- هيا دسنس + ؟ 


مه هس" + #_#ا اس ١‏ 


وس" +؟_٠س"‏ لاس +هو 


د ‏ هة ‏ اتم ‏ اا اسم هات ” اشااشاك 
اش احه دام هو س" م س" + 4 سال ١١‏ 
ل 
ص 
ه؟- جما ” نما لحخقسيك 
تت ص مه -دمع' ّ 
سي حص 
0 لم :85ت 50 
سن لهم +مم اس الم أ 3 
ا حا س 2-5-4 حا وك 
س همه ٠.‏ 6 س ك عمو 8 
: ع سس 
حا ( 
تبحسنا 5-7 3 صالواقى '" 


ا" 
كك اسك سِ 
سن لمهم .ا . ا سن 
سس 
ه)- 1 وص 
سن لهم دهع ١‏ 1 


يح 
و4 نمسا جتا س 
س م ط 
خ >-دس 
5 إل دل 
عه 39 
20 من ١‏ 


: ملحق أ : المجموعات ء المتباينات » القم المطلقة ١67‏ 


ملحق ؟ : المجموعات . المتباينات , القم المطلقة 

: ١ ١ تعريف‎ 

:إذا كان سن -عدد خفيقق + فإ 
ابن !2 اس. ‏ إقا عن ص صقر 
أس| - اس إذاكان ‏ س < صفر 
أس|- صفر إذا كان س - صفر 

خاصية ؟  ١‏ : خواص المتباينات : 


إذا كانت », ساء ح أعدادا حقيقية » فإن 


:7< نا مالم حال الى 
؟:] < ناويح > صفر © 1ح لخ نح ١‏ 00 
#:8 < ناح < صفر © بح > نحى 1 


نظرية 1 | 9 : 
إذا كان س » ص عددان حقيقيان » فإن : 


> صفر 


3 


6 

ا 

4 

6 
4د يس هما 


:اس + ص| إ|س|+|اص|ا 
:| سن اص|5: |اس| |اص| 


2 
2 


- 


البرهات : 

4 : الحالة الأولى : 
س ص > صفر 
إذن إمااس > .وص > .؛أووس < .ء)ص <. 
للاحتّال الأول » | س ؛ > س » | ص | - ص »ء وبالتالى فإن 


اسااص]|- سر ص 


4 النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


للاحتال الثافى »!اس | س ء | ص | ب ص » وبالتالى فإن 
اس | ]دض ١ع‏ وص )اصن ) تبن من 
ولكن حيث أن س ص > ٠٠‏ فإن إس ص |- س ص .. ومن ثم نكون قد حصلنا على 
س ص | - | س | ]ص | لكل س » ص ,ا هو مطلوب للحالة الأول . 
الحالة الثانية : 
سن ص < صفر 1 
إذن إما نس < .ناص > ٠ءأوس‏ > .ى)صض < . 
للاحقال الأول » ! س |  -‏ س » | ص | - ص » وبالتالى فإن | س || ص 1 س ص 
٠‏ للاحقال الثايى » [ سن أ س ء | ص | ا صن » والتالى إن | سن 1[ صن [س سداس ص , 
ولكن حيث أن س ص < ٠ ٠‏ فإن :أ س ص | - ء ا س ص » ومن ثم نكون قد حصلنا على 
س ص | - |س || ص | لكل س » ص "ا هو مظلوب للحالة الثانية . 
ه : الحالة الأولى : 


س +ا ص > 
إذن 
| س + ص|- س + ص 
ومن (7)١1'س‏ | > سء | ص | > ص ء وبالتالى ينتج أن 
1 س|+|ص]| > س+ ص - إس +ص|] 


الحالة الثانية : 
س جاص جح ٠‏ 
إذن 

6 س + ص | - - ( س :جاص ) 

امن 1١090‏ س] ع سء | ص | > ص ء وبالتالى ينتج 
]اس [ !اصن ]| > ماعن موا ع سد ا 
إذكد ء» 
إس +ص] < | س]|+]| ص | كل س. ص 

5 : الحالة الأولى : 
سس > ء. 


إذن | س 1 - س . أيضا » من (1) | ص | > ص ء والذى يكاقء ‏ [ ص | حاكن 


ملحق أ : المجموعات » المتباينات » القم المطلقة ١68‏ 


من هذا ينتج أن 
نوناك ا ص21 عن سس صن 
ولكن من (5) 
ا سناص < اسباص| 
إذن فى هذه الحالة ينتج أن 
اس ا 5 
الحالة الثانية : 


س < ٠‏ 
إذد ] من |  -‏ س 

أيضا » من (7) ٠ص‏ | > صء والذى يكافء ‏ |ص | < ص 
من هذا ينتج أن 

أس]|-]|صاح اس + صب (نن ‏ ص). 

ولكن من (7) » 

ارس اص) < إس سن 

إذن فى هذه الحالة ينتج أن 

أس ا ص| > إس| ‏ |اص! لكل س » صن 


نظرية 1 ” : 
إذا كان | س ‏ ص | < حء فإن ص ساح < س < عي لاجد وبالمكايى::. 
البريمان : 


أولا » إفرض أن | س ‏ ص |..< ح . باستخدام (؟) من نظرية7 ١‏ ء أنى 

| ا عد هن | فل اصن + يع أن مرخ ا عن “بها يد ٍ 
وبإستخدام (؟) من نفس النظرية » أى ]اس جداض | + حت امود ص )2 ينتج أن 
رس د ص ) < حاء ومن ثم س ل م ا دهن 

وبالتالى نحصل على جح < سل ص <. ح 

ومن هذه العلاقهة ينتج أن 

ص لد حا < س آ< ص +احى 

لإثبات العكس .. إفرض أن ص جح < س '< ص + اح 

إذذه- جح < س ناص جاح 

إذا كان س سا ص > . » فإن إ س ‏ ص | س ا ص 


كلل النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 
ومن ثم 
إن ص [ < ح 
إذا كان س رص < ..٠.‏ فإن 
إس ناص]| اس ناص 
وسن م 
اح < د إس ا ص| 
والذى يكافء | س. ‏ ص ]| < ح 
إذن ١‏ 
| س - ص | < ح يكاقء ص باح <اس < ص + اح 
تعريف 1 7 : 
ْ تعرف الفترة للفتوحة من ١‏ إلى ب على أنها مجموعة الأعداد الحقيقية س بحيث.أن س تقع بين ؟ » 
ناء ويرمز لها بالرميز ] 7 » ب [. أى أن 
]ىت [- لس]! <,رس <ات) 
تعريف 1 " : 
تعرف الفترة المغلقة من * إلى ب عل أنها مجموعة الأعداد الحقيقية س بحيث أن س تكون أكبر من 
: أو تساوى 7 وأصغر من أو تساوى ب »ء ويرمز لها بالرمز [؟ » س ع . أى أن 
ا يا 
ات 1 


يمكن كتابة | س | < ١‏ كلآق وس 1١٠‏ <[ "5 . وباستخدام نظرية ؟ ‏ 7 تصبح هذه 
.”5 < س < 5 + . »ء والتى تكافء أن نقول س 3 ج, (0) أو س 5 ]370571 [. 
إذا كان | سن | : < ه » فإنم يمكن كتابتها على الصورة | س  ٠‏ | .... وبإستخدام نظرية 7‏ ؟ 
تصبح هذه .... < س < ...» والتى تكافء أن نقول س 3 ج( )أوس 3 ] ٠‏ [ 


إذا كان | س | < هء فإنه يمكن كتابتها على الصورة | س  ٠‏ | < © . وبإستخدام نظرية 
+ ؟ تصبح هذه . اه < س < ه + . » والتى تكافء أن نقول س 3 ج, (0) أو 

س 5 ]- هع 5[. 
أ 

إذا كان إس ‏ ” | < ” ءفبإستخدام نظرية؟ ‏ ؟ يمكن كتابتها على الصورة 
 «‏ ؟ < س < 8 + © . والتى تكتب أيضا س <ت: ج, (9) أو س تنتمى إلى الفترة المفتوحة 
]كانه [. 


ملحق أ : المجموعات ء المتباينات » القم المطلقة ١819‏ 


إذا كانت | س ‏ © | < ١‏ » فبإستخدام نظرية ١  !‏ يمكن كتابتها على الصورة 


إذا كانت | س ‏ © [ < »٠‏ فبإستخدام نظرية  !‏ 7 يمكن كتابتها على الصورة 
#اصية” اح نميه ١‏ . قكتب أيضا س 3 ج, (©) أواس 3 ]2171 14[. 


ااا 


إذا كانت س د (5) » فإن.....< س < 2.2.2.2 اس لس... |< أيضا س تنتمى 
0 


.الى الفترة المفتوحة] لل 2 0 ؛ 


إذا كانت س د ج (0) 2 فإن 1س 
١0‏ 


4 
)- 
ا 
ع 
ع إمحم 
+ 
- 
/1 
35 
١4‏ 
اه 


:4 1 


إذا كانت | س + ]| < ١اءفإنا‏ س 5 ج, هه ”)2... < اس <..... 


اك ل ا امي كل 


؟خرة: 
إذا كانت | س + ؟ | < ١ء‏ فإن س تنتمى إلى الفترة المفتوحة ]| 20 [. 


م ل[ 


:؟1٠‎ 


إذا أعطينا التقرير | س ‏ © | < ١ء‏ فيمكننا إثبات أن | س ‏ 4 | < 8 . 
إذا أعطينا : 

١ < إسده|]‎ 

حم 4 <,رس < 5 بإستخدام نظرية 1 ؟ 

سم 4 4 < سا4 < 5 4 بإستخدام خاصية 1 ١‏ 

م . اخ اس ل << "؟ 


موازائق ع يه لمق ليله كي كديا 


م١‏ النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


إذقاية الس 2-1 1ه | ب عد طب 0 


وهذا ليس غريبا حيث أن 4 < س .< 5 يؤدى إلى أن ؟ < س١<‏ ”5 . إبدأً بالتقرير 
عوك 13:١ [١8‏ ورهن أن من 2 1 عه 0د 


البرهان : 


١ 0‏ 
حه 4 < اس < ”5 بإستخدام نظرية ١١1‏ 
عه ع + 4 < س + 4 < 5 + 4 بإستخدام خاصية 1 ١‏ 
- إس +ع] < ٠١‏ 


3 /و1: 


إشتق |س + 1١‏ < 4 من إس +8] < ١‏ 

أس +6م]:< ١‏ جح ذاو جح س <خ لا 

احا ل و ١+‏ < س + <١‏ -0ا+ ١‏ م الم < س 1١+‏ < 0ع 
هه ا 8 . 


تلعب المعالجة المستخدمة فى الأطر القليلة السابقة دوراً هاما فى براهين الباب الثالث . 

وسوف نعود الآن الى مناقشة الفترات المفتوحة والمغلقة » والتى تلعب أيضا دوراً هاما فى مناقشتنا 
مجالات الدوال القطعية . 
اتعريفب1 4: 

يعرف إتحاد المجموعة ؟ والمجموعة ب على أنه مجموعة كل العناصر س بحيث يكون س عنصر فى ! أو 
عنصر فى ب »ء ويرمز له بالرمز * لاب . أى أن 

اك اناس كط أن ب قاهم 

تعريف ب ©.: 

يعرف تقاطع المجموعة ” وا مجموعة ب على أنه مجموعة كل العناصر س بحيث يكون س عنصر فى 8 » 
س عنصر فى ب ء ويرمز له بالرمز 7 م ب . أى أن 


'+مممدس- رس إس و١‏ و سو د) 


ملحق أ : المجموعات » المتباينات » القم المطلقة ١94‏ 


ذ+8: 


تحت عو + امرض جنر ل اداو الايد روي و 11 
لتعبر عن مجموعة كل الأعداد الحقيقية الأكبر من ح . 

أى أن 

]داه جاع إسأس< ح)ء 
] حجء ه[- رزس[إاس > ح) ٠‏ 

إذا كانت | س | > 5 »ء فإن س يمكن أن تقع فى الفترة  » ©  ]‏ 5 [ أو فى الفترة 
] 5 » © [ . وهذا يعنى أن س  <‏ 5 أو اس > 5 . التقرير 

س 5  ]‏ © 6-462 [ لا ]ك» + ه# [ 


يقرأ و س تنتمى إلى إتحاد الفترة المفتوحة من © وعد وح ار )001 
إذا كانت | س| > ه »ء فإن س يكون عنصر فى ] 2( [ نا ] 3 2 


إآإ د هي دهز نا ] ه»4+ 6ه[ 


حداف 
إذا كانت | س أ > 5 » فإن س لاتنتمى إلى الفترة المغلقه [ 5 ء 5 ] . ولكن إذا كانت سن 
تنتمى إلى الفترة المغلقة  [‏ 5 » 8 ع » فإن س تنتمى إل المجموعة إس | 5 < س < 5 ]. 
إذا كانت | س | > هء فإن س لاتنتمى إلى الفترة المغلقة 1 + ] 


[-ه,.هع 


تت 3 


إذا كانت س > هأوس < د هء فإن |[س|.. 
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